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Wolno drukewad z warunkiem ztozenia, po
wydrukowaniu, w Komitecie Cenzary, prawem

przepisanéj liczby Exemplarzy.

w Warszawie, d. (28 Lutego) 11 Marca 1844.

Cenzor Starszy, Naczelnik K, K. C.
Niezaprrowski,

1. Geomelrya jest nauka, majaca za
yay ’ J
przedmiot mierzenie rozeigglosei.

Rozcigglosé ma trzy wymiary: dlu-
gos¢, sserokosciwysokost czy li grubosé.

2, Linia jest dlugosc bez szerokosei
i wysokosci,

Konce linii nazywaja sie punktami;
wigc punkt nie ma rozcigglosei.

3. Limig prostq nazywa si¢ najkrot-
sza droga od jednego punktu do dro-
W DRUKARNI FOD FIAMA M, CHMIELEWSKIZEGO, giego.

1




2> s

4. Linia, ktdra nie Jest prosty inje-
sklada si¢ z linij prostych, nazywa sie
liniq krzywa. T tak (fig. T) Tinta AR
jest linja prosty; ACDB linig Zamang,
czyli sKladajaca si¢. z linij prostych;
AEB jesl “hl'-'g kl‘z_y'\\‘:[.

5. Powierschnig jest lo, cq ma dlu-
gos¢ i szerokos¢ bez wysokosci, czyli
grubosci.

6. Plaszczyny MAZYWa si¢ powicrz-

chnia, do ktéréj przystaje w caléj dlu-
gosci linia prosta, Iyczaca ‘dwa ‘punkfa
na {¢j -powierzchni dowolnje dbraie.

. Powierzéhnia, 'ktdra ‘nie Jest‘pla-
szezyzng i nie skhada 'sie 2 'kilky pla-
S2CZYZN, nazywa sig puzviu;‘:cfnm’q'k;‘zy-
wq. ;

8. Drylg lub cistem jest'to, “eo 'ma
trzy wymiary rozeiaglodei.

9. Jezeli-dwie linie proste (fig.*2)AB
i ACprzecinajq sig z soba, ndtenezag {lodé,
o ktoryg one, vo do poloienia Swego, sy

oddalone od siebie, nazywa sie;’ katem;
punkt A, w ktdrym dwic linie AB; AG
Pr2ecinajy sie, jest wierzchothiem kata,
alinie ap : a0 g LR Y vt areds

Kat oznacza sie nickiedy jedng tylko
gloska A, napisang przy jego'wierzchol.
ku; zwykle zag kat oznaczajy trzema
gloskami "BAC lub CAB, baczac aby
gloska napisana przy wierzcholku, po-
miedzy” dwdma innemi byta Wymo-
Wiona,

Raty, podobnie Jak wszelkiego ro-
dzaju ilosei , mogy bydz dodawane,
Od('jmuwanc, mnoione i dzielone, i tak
(fig. 20): kat DCE jest summay Katgw

' DCB i BCE; kat BCD jest roZnica po-
- Wigdzy katami DCE ; BCE.

10. JeZell linia prosta (fig. 3) AB;
Spotykajae si¢ z drugy linig prosta CD,
tworzy dwa katy przylegle BAC i BAD

réwne sobie, to kaidy z tych kytéw na-




zywa si¢ kqtem prostym, a linia AB |

prostopadlg do CD. :

11. Wszelki kat (Gig. 4) BAC mnic; ,

Szy od ])ruxfpgn nazywa ":Q l‘qh\m ustrym,

a kat DEF wickszy od prostego katem

rozwarlym. 303
12. Liniami réwnoleglemi nazywaja

si¢ dwie liniec proste leigce ma jednéj |

plaszezyznie, ktére bedae jak najdaléj

przedluione nigdzie nie mogq spotkaé

~si¢ z soby. Takiemi sa (fig. 5) linie |

AB, CD.

13. Figurq plaskq nazywa si¢ pla-
szezyzna, ze wszech stron zamknigta
liniami. Jezeli linie sa proste, to micj-
sce przez nie zamknigte nazywa si¢ fi-

qurg prostokresing lub wielokqgtem (fig.

6), same za$ linie razem wzigte stano-
wia obwaed wielokyta.

14. Wielokat o trzech bokach jest
najprostszym ze wszysthich i’ nazywa
si¢ trojhatem; wiclokat o czterech bo-

n kach nazywa sig¢ esworokqlems; o pigciu,

pigeiokgtem; o szescin,szeseiokqtem;'it. d.
15. Trdjkat, kiorego wszystkie boki

" sq sobie réwne (fig. 7), nazywa sig

tréjkgtem réwnobocznym; tréjkgt ré-
wnoramienny jest Wlenczas, Liedy tyl-
ko dwa jego bolii sa sobie réwne (fig.
8); tréjkat réinoboezny zas wiedy, kie-

dy wszystkie trzy jego boki sa réine

(fig. 9).

16. Trijkat, w ktérym jeden kat
Jest prosty, nazywa si¢ trdjkqtem pro-
stokqtnym. Bok przeciwlegly katowi
prostemu nazywa sig przecippprostokq-
ing; i tak (fig. 10) tréjkat ABC jest
prostokatnym przy A, i bok jego BC
Jest przeciwprostokatng.

17. Pomigdzy czworokatami odroz-
niamy:

Kwadrat (fig. 11), w kidrym wszy-
sthie boki sy sobie réwne i katy pro-
sle (patrz pod: 20).
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P.ro.‘stokql, Ktéry ma katy proste lecz
boki nieréwne (fig. 12).
Riwnoleglobok (fig. 13) w ktérym

boki naprzeciw siebie leZgce sa réwno.
> -

lfg‘et
Ii:wadral ukosny (fig. 14) w kidrym
boki sa rdwne, leez katy nie proste.
Nakoniee frapez, w ktérym dwa tyl-
k? boki (fig. 135) sa réwnolegle do sie-
bie. Y
18.. Przekqgtng nazywa sig linia, 1qezq-
ca wner?cllolki dwdéch katéw wielokata
nie przy sobie lezgeych; taky je t (fig
42) linia AC. sl
19. .“"ielokqtcm réwnobocsnym na-
zywa sie \nflokql, w Ltérym wszystkie
boki sq sobie réwne; wielokgtem 16-
wnokqtnym nazywasie wiclokat, ktGre-
gozavszysllne katy sa sobie réwne.
: d.I)wa w-iefoliqty syrownoboczne po-
mig¢dzy soba jeZeli boki jednego s réwne
- bokom drugiego wielokata, § jezeli sy je-

———

dnakowo ulozone;

t. jojekeli postepu

jac po.ich obwodach ~w jednakowym

kierunku, pierwszy bok j
kata bedzie wéwny pierwszem
drugi bok pierwszego rowny
drugi¢go, {rzeci bok pier-

ednego wielo-
u holiowi

drugiego,
drugiemu
wszego FowWny
giego, 1 b e

trzecjemu bokowi dru-
To daje poznaé €O si¢
vozumie pod nazwiskiem wielokatdw ré-
whokgtnych pomigdzy soba.
W, pierwszym boki, a
przypadku katy nazywaja sig

dniémi.
NB. W tém dzielku méwié bedziemy
tylko o figurach polozonych na

w drugim

odpowic-

plaszczyzuic.
]

()Iu'as'nienie u‘yra:.u'w { znakéw.

Pewnikienm nazywa sig prawda, sama
przez sig widoczna.
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Aby oznaczyé de A jest mniejsze od
4 y ~ :

T B, pisze sig A < B.

A j igksze od
Aby oznaczyé e A jest wigks :
. isze si¢ A > B. NG
o P ia si¢ wigej, 1 ozna
Znak + wymawia si¢ wigeej,
nie.
cza dodawa ijesh e proies
2‘7 wk — wymawia si¢ mni¢j, i ozr
ANAR g
: ie; i tak: oznacza:
cza odejmowanie; i tak: A +B 'acza oy
lodcioAcs n
summeg ilodei A i B;A—Boz

i zoslaje po odje-
' réZnice, czyll to co pozos je p

ie2 C, al-

iu B od A; podobniez A — B +ummy
;: A+‘C —~ B oznacza, ze od s

i;2~fci A'i Cnalezy odjaé .B.. AT
;lll'l]i X oznacza mnozenic; i tak

)

rzez B, ' cra it
znickiedy jeden punkt, i tak A.B Jt:m_
Samo ¢o AXB, nickiedy lloc.:zy'n. uhne‘
cza sig i{?szqc obok siebie ilodei «

Zywa, si
Zamiast znaku X uZywa, si¢
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do mnoZenia bez Zadnego znakun np. AB;
leez podobny sposéh pisania “tylko
wilenczas mofina uiywaé, kiedy ‘wyra-
Zenia- AB nie ufywamy zarazem ‘na
oznaczenie linii prostéj, t. j. odleglosci
pemi¢dzy dwéma punktami A i B.

Wyrazenie A X (B + C—D) ozna.
cza iloezyn z A przez ilo$¢. B + C — D,
Jeieliby potrzeba byto mnoiy¢ A 4+ B
przez’ A — B + C, to iloezyn vznaczyli.
bysmy przez (A + B) ¥ (A — B +C);
wszystko co jest zawarte miedzy nawia-
sami uwaza si¢ za jedna ilosé.

Liczba polozona przed iloscia, jest
mnoznikiem lejze ilosei; i tak aby ozna-
czy¢ Ze linia AB ma bydZ wazieta razy
trzy, pisze si¢ 3AB; aby oznaczy¢ pot
Kata A, pisze si¢ 1A,

fiwadrat zlinii AB oznacza si¢ przez
AB32, szescian z niéj przez A% Nawla.
sciwém. miejsen bedzie wyrainivéj oka-

.zane znaczenie kwadratu i szeseianu

z linji jakiejkolwiek.

Znak V oznacza pierwiastek kidry
naleZy wyciagnaé; tak V2 jest pier-
wiasthiem kwadratowym z 2; VAXD jest
pierwiastkiem ‘kwadratowym ziloczynu
AXB, albo, rednio jeometrycznie pro-
poreyonalng migdzy A i B.

Pewniki.

L. Dwie ilosci réwne trzeciéj, sa so-
bie véwne.
2. Calo$é jest wigksza od swojéj

czgsei.

3. Calosé jest rowna summie czeéci,
na kiore ja podzielono. ney

4. ‘[’omiqdzy dwoma ”ﬁihlilmni mo-~
zna poprowadzi¢ tylko jedng linig pro-
sla.

5. Dwie wielkosci, to jest: linie, po-
wierzehnie lub bryly, sa sobie réwne,




jezeli bedac poloZone na sobie, przy-
staja do siebie wcaléj rozeiaglosei.

PODANIE L

T wierdzenie.

‘Wseystkie katy proste sq sobie réwne,

Niech bedzie (fig. 16) linia CD pro-
stopadla do AB, i GH do EF, mdwig
ze Laty ACD, EGH bedg sobie réwne.

Wazigwszy czgsei réwne CA CB,
GE, GF, tolinia AB bedzie rdwna EF,
i linia EF moina tak polozyé na AB,
ze punkt E padnie na A, i punkt F
‘na ‘B, Te dwie linie, bedae tak na so-
bie polozone, przystang do siebie w ca-
Yéj dlugosci; gdyZ w razie przeciwnym
pomi¢dzy dwoma puokfami A i B mo-
ina by bylo poprowadzié dwie linie
proste, co bydz niemoze (pew. 4); a za-
{¢ém punkt G, srodek linii EF, padnie

na punkt C, $rodek linii AB. Przylo-
zywszy rami¢ GE do CA,ipowiadam
Ze i ramig GH péjdzie po CD; gdyz
przypusémy, jezeli moina, Ze ono pa-
dnie na linia CK rdZng od CD; po-
niewaz podlug przypuszezenia kat EGH
= HGF, to i kat ACR =KCB. Lecz
kat ACK jest wigkszy od ACD, inadto
podlug przypuszezenia, kat ACD=B(D,
przeto kat ACK jest wigkszy od KCB,
a zatém linia GH niemoze péjsé po li-
nii CK, réznéj od CD, lecz padnie na
CD, i kqt EGH przystanie do ACD;
wige wszystkie katy proste sy sobie rd-
wne.

PODANIE II
Twierdzenie.

Wezelka linia: prosta (fig. 17) CD,
spolykajgea sig = drugg AB, tworzy
2




znig dwa kqtg prsylegle ACD, BCD,
Kktérych summa jest, yéwna dwim kq-
tom prostym. ia

Wystawiwszy z punklu G linia C;Z
prostopadiy do AB, kat ACD bedzie
summy katéw ACE, ECD; wic'c ACD +
BCD jest summa ftrzech Kaldw ACE,
ECD, BCD, z ktérych pierywszy jest
katem prostym, a dwa pozostale razem
stanowia drugi kat prosty BCE; wigc
summa dwdéch katéw ACD, BCD jest
réwna dwém katom prostym.

Whniosek 1. Jeieli jeden zdwdch ka-
tow ACD, BCD jest prosty, toi drugi
takZe jest katem prostym, ;

Wniosek 2. JeZeli linia (fig. 18) DE
jest prostopadia do AB‘, linia’ AB be.
dzie prostopadla do DE.

Poniewai linia DE jest prostopadla
do AB, przeto kat ACD jcs‘t r:iwny
katowi jemu przyleglemu DCB, i t.)ba
84 proste. Lecz poniewai kat ACD jest

linia prosty,

katem prostym, przeto kgt jemy przy-
legty ACE Jest takze prosty; a zatém k
ACE=ACD
do DE,
Whniosek 3. Wszystkie katy kolejne
(fig. 34) BAC, CAD, DAE, FAF, utwo-
rzone z jedndj strony linii prostéj,
zem wzigte slanowia dw
gdyZ summa ich Jest r

at
y, i linia AB prostopadla

ra-
a katy proste;
6Wna summie

dwéch katdw przyleglych BAC, CAF.

PODANIE I,

Twierdzenie.

Dwie linie proste najqee wspilne dwa
punkia, praystajg do siebie w calé) diu-
gosci i tworzg Jedng linig prostq.

Niech hedy (fig. 19) dwa punkta
wspélne A i B; naprzod, dwie linie po-
mi¢dzy punktami A i B lworzg jedng
gdyZ inaczéj pomigdzy




B ] B

dwéma punktami moina Dy byto !po’-
prowadzi¢ dwie linie prOStf,, co 'byd'z
nie moze (pew. 4). Przypuéémy Ze li-
nie te bedac przedinZone zaczynaja .siq
rozchodzié w punkcie G, i jedna z nich
staje sie CD, adruga.CE; przez l'mnkt
C popru\vadr’.my linia CF, klorabry
z linia CA untworzyla kat prosty ACF.
Poniewaz linia ACD jest prosta, prze-
to kat FCD bedzie prosty (pod. 2 wn. 1);
poniewaZ linia ACE jest prosta, to
pedobnied kat FCE jest prost’y. 'Lecz
FCE, jako cz¢$¢, niemoze bydZ réwna
calosci F'CD; przeto linie majace dwa
punkta wspéloe nie mogy sig nigdzie
w przedluieniu rozclwdzié;. a zalém one
tworza jedng i lgz samay linig prosta.

PODANIE 1V.

Twierdzenie.

Jeseli dwa kqly przylegte (fig.20) ACD,
DCB razem wzigte sq réwne dwém kq-
Zom prostym, to ich ramiona zewne-
frane ACG i CB stanowiq jedng linig
prosiq.

Jezeli bowiem linia CB nie jest prze-
diuzeniem AC, to nicch bedzie ni¢m
EC, i wtedy poniewa? linia ACE jest

prosta, to summa katéw ACD, DCE
réwna dwdm kjtom prostym (pod. 2)

Liecz z przypuszezenia summa dwéch
luildw ACD, DCB jest réwna dwiém
katom prostym, a zalém ACD - DCEB;
rowne ACD - I)CE; odejgn"jqc od

obu summ kat ACD, pozostalaby czedé
DCBréwna caltosdei DCE, co bydz nie
; Y

2’!




mofe; azatém CB jest przedluieniem
linii prostéj AC.

PODANIE V.

Twierdzenie.

quy wierschotkiem stykajqce sie (fig.
o1\, ulworzone prres dwie linte AR,

DE prsecinajqce si¢, sq sobie répne. .

Poniewa? linia DE jest.prosta, prze-
to summa katéw ACD, ACE jest ro-
yna dwém katom prostym, i poniewn?
linia AB jest prosta, przeto summa kg
téw ACE, BCE jest réwna takze dwom

katom prostym; wige summa ACD--
ACE jest rowna summie ACE..*.[;CE_"
Odejmujae od jednéji od drugiéj sum-

my kat im wspélny ACE, pozostanic
kat ACD réwny katowi BCE.

Podobnie meinaby dowiesc, ze kot

ACE jest réwny katowi BCD.

Uwaga. Catery katy ntworzone na
okolo punkfu przez  dwie linie proste
przecinajace sig, sa umnc summie czte-
rech kaléw prostych; gdyz dwa katy
ACE, BCE, sy réwne dwdm figtom pro-
stym, i dwa inne katy ACDy BED two=
rzq drogie dwa katy pvoste.

W ogélnosei, jezeli (fig. 22) |leknl-
wick  linij prostych CA, BG, i t. d.
przecina si¢ w punkeie G, to summa
wszystkich katéw kolejnych ACB,BCDy
DCE, ECF, FCA bgdzie réwna czle-
rem katom prostym; gdy, jeieliby przy
punkeie C utworzono eztery katy pros
ste, za pomocq dwoch linij prostopas.
dlych, to przestrzen zajeta przez cales]
X'y katy proste, bylaby ‘tai sama ¢o
przestezert zajeta przez Laty kolejne
ACB, BCD i L d.
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PODANIE VL

Twierdzenie.

Dwa trdjkaty majgee po kacie ré-

wnym, sawartym pomiedsy dwiéma bo-
kami odpowiednio réwnémi, sq sobie
réwhe.

Niech bedzie kat (fig. 23) A réwny
katowi D, Lok AR réwny DE i bok
AC réwny DF; powiadam ze ; tréjka.
ty ABC, DEF 53 sobie réwne, W sa-
méj rzeczy jeden z tych teéjkatéwy mo-
Zna poloiyé na drugim fak, fe zupel.
nie’ przystanie do niego. 1 fak przy=-
Tozywszy bok DE do jemu réwnego
AB; punkt D padnie na A j punkt F»
na B; poniewaz kat D Jest réwny kg.
towi A, wige jeleli bok DE bedzie -
Yoiony na AB to i bok DF przystanie
do AC. Nadto, dla réwnosci bokéw DF

i AC, punkt E padnie na G, i trzeci
bok EF przykryje trzeci bok BG; wige
Irgjkat DER jest rdwny tréjkatowi ABG
(pewn. 5).

Waiosek. Zitad Ze te dwa trdjkaty ma.
Ja po tezy rzeezy'réwne t. J- kat A=D,
bok AB =DFE i bok AC — DF, wy-
nika, Je i trzy pozostalte rzeczy jedne-
go sj réwne trzem puzusla!ymrzcczom

drugiego tréjkata, ‘a mianowicie kat

B=E, kat C =T, i hok BC = EF.

. A
POD ANIE VIIL.
Tw:c'rdzenie.
Dwa lro'}'/.'q[y sq sobie réwne jezeli
majq po bokw réwnym, leigeym prsy

dwdes. kqtach ‘odpuwicdn.io réwnych,
Niech bedzie (Tig. 23) bok BC roWny

_ bakowi EF, kai B rawny katowi E, i

kat G réwny katowi ¥ powiadam. e
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tréjkat DER bedzie réwny tréjkato-
wi ABC,
Gdy: preyloiywszy hok ER do ré.

wnego jemu B(, Punkt E padnie na B -

i punkt F na (, Poniewas kat E jest
réwny katow; B, przeto bok ED przy~-
stanie do boku BA, atém samém punkg
- D padnie na Ltorykolwiek punkt linii
BA, Podobnie: dla rownogei kata P
zkatem C, linia FD péjdzie po C4, j
punkt D padnie gdziekolwiek na hok
CA; wige punkt D ma sie znajdowad na
dwéch liniach BA i CA, o zatém pa-
dnie na wspélne ich Przecigeie sie 4;
przeto dwa trdjhaty ABC, DEF, przy-
stang do siehie § sq sobie réwne,

Whaiosek. Z réwnosei pomiedzy trze.
ma rzeczami dwdch tréjkatéw, a mia.
nowicie z tego, ie BC ==EF, B=F,
C=F, mozna wnies¢ oréwnosei trzech
rzeczy pozostalyeh, to Jest: AB = DE,
AC=DF, A=D,

PODANIE VIIL
Twierdzenie,

Wkaidym tréjhaciebol ktdrykolwiek
Jest mniejszy od summy dwdch innych
bokdw.

Poniewaz (fig. 23) linia prosta BC jest
najkrétsza droga (opis. 3) od punktu
B do G, azatém BC Jest mniejsze od
AB+AC,

PODANIE. I1X.

Twierdzenie,

Jezeli punke (fig. 24) O obrany we-
wnqlrs trojhgta ABC, polaezymy =
Koticami jakiegobqds boky BC, liniam:
prostemi OB, OC, summa tych linij
bedzie muiejsca od summy pozostalyeh
bokéw AB, AC tréjkgta.
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Przedluzywszy BO do Przecigeia sig
z bokiem AC w D, linia OC bedzie
krétsza od OD + DC (pod. 8), dodawszy
do kazd¢j z fych ilosci BO, bedzie BO+
0C <BO+ 0D +DC albe BO+ 0OC
<BD +Dg.

Podobniez mamy BD —~ BA +AD; do-
dajae 'do obu ilosei DC, bedzie BD +
DC <BA+AC. Leez znaleziono po-
przednio ze BO+0OC « BD + DC; prze-
to tém bardziéj BO+0C —=BA + A(.

PODANIE X.
Twierdzenie.

Jeieli-dwa boki AB, AC tréjkata
ABG, sq réwne dwim bokom DE, DF
iréjkgta DEF, lecs jezeli kqt BACG,
‘sawarly pomigdzy bokami prerwszémi,
Jest wigkszy od kqta EDF wlworzone-
go priez dwa drugie boki, to i Lok (rze-

25

, B, FT e o :
¢t BC trojkgta pferlbsze_qo, bedzie wiek-
szy od boku trzecicqgo EF iréjkata dru-
giego, ’
Narysowawszy kat CAG = D, wzia-
wszy AG "‘—""DE, i p0'l'-'1czywuy CzG
linia prosty CG, tréjkat GAC bedzie

rowny teéjkatowi. DEF; gdyé one z

wykreslenia maja po  kacie réwnym,
objetym  bokami réwnémi (pod. 6),
a zatém CG =EF. Zdarzyé. sie mio-
ga tulaj trzy przypadki: albo, punkt
G padnie zewngtrz (réjkata ABC, al-
bo na bok jego BC, lub tez wewnglrz
tréjkata.

Przypadek 1, Linia (fig. 25) prosta
GC jest krétsza od GJ 4 JC, linia pro-
sta AB jest Lrdtsza od AJ +JB; prze=-
to GC+AB < GJ+ AJ4 JC + JB,
czyli. GG+ AB < AG + BC. 0djy-
wszy z jednéj strony AB i 2 drugiéj
Jjemu véwne 'AG, pozostanie GG« BC;

PR
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poniewaz zai GQ = EF, przeto EEF <
BC,

Praypadek 2. Jezel; punkt G (fig.
26) pada na hok BC, widocznie hok
GG, czyli jemy réwny EF; jest mhiej-
szy od RBCQC. B D

Przypadelk 3. Nakoniec, jeiélipunhf
G (fig. 27) pada wewnalry tréjkata
ABC; podlug twierdzenia poprzedza-
Jacego bedzie: AG +@g <AB+RC,
Odejmujac od Jeduéj z tych ilodes bok
AG aod drugiéj jemu réwny AR, po-
Zostaniec GC < B, czyli EF <R,

Uwaga. Odwrotnie, JeZeli dwa 1o
ki AB, AC, tréjkata ABC, sa réwne
dwém  bokem DR i DR, tréjkata
DEF, abok trzeci GR pierwszcgo,jcst
wigkszy. od hoku trzeciego' B drugie.
g0 trijkata, powiadam fe i kat BAC
tréjkata pierwszego, bedzie wighszy o
kata EDF drugicgotrdjkqta. Jeiclil;y be-
wiem. to, cosmy powiedzieli, nichyto

Prawdziwém, kgt BAQ bylby alhe
rowny katowi EDF, albo mbiejszy
od niego; w pierwszym Przypadku, hok

réwny bokowi_ ERr (pod. 6);

‘ Oby mm'ejsze od EF;

» lak drugie Sprzeciwia

sig zaloZeniu, a zatém kat BAG jest
Wigkszy od kata EDJ,

PODANIE XL

Twichz'cnie.

Dwa rijkaty sq sobie réwne, jeiel;

@ po trzy boki odpowiednio rdwne,

Niech hedzie (fig. 23) hok AB=DE,
AC = DF, BQ — EF, powiadam e §
kat A = D, B=E, C=F. '

Jeieliby bowiem kat A byl wigkszym
od kyla D, 4 4 zatodenia boki AR 1AC,
84 rowne hokom DE iDF, bylby podlug

B ———————
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twierdzenia poprzedzajacego hok BC
wighszym od EF; jeieliby za$ kat
A byl mr;iejszym od kata D, i hok
BC bylby mniejszym od EF; ponie-
waz zas BC jest réwne EF, przeto Lat
A bpiemoze bydZ ani wigkszym, ani
mnicjszym, lecz jest réwny katowi D,
Podobniez mozna okazaé ze kat B=FE
ikat C=F.

Uwaga, ¥atwo dostrzedz, ie katy
réwne lezq naprzeciw bokéw rownych;
i tak katy réwne A i D leig naprze-
iw bokéw réwnych BC i EF;

PODANIE XIL
'l‘\vicrdzcni.e.

TV trijkgcie réwnoramiennym katy,
leiqee naprzecip bokdw réwnyeh, 0 S0-
bie réwne. ;.

' Niech bedaie (fig.28) bok AB=AC,
powiadam fei kat C — B,

|

~Polgcamy wierseholek A z punktem
D, érodkiem podstawy BC, linia prosta
AD; - dwa tréjkaty' ABD, ADC maja
po trzy boki réwne, a mianowicie:
bok AD wspélny, AB= AC-wedlug 22+
Yozenia, BD=DC z wykreslenia; prze-
to podlug twierdzenia poprzedzajyce-
go kat B jest réwny katowi C.

Wniosek. W tréjkacie réwnobocez-
nym wszysikie katy sa sobie réwne, to
Jest: tréjkat réwnoboczny jest réwno-
katny. '

Uwaga.  Réwnosé tréjkatéw ABD i
ACD dowodzi, e kat BAD =CAD, i
Ze kat BDA =ADGC; wicc dwa osta-
tnie katy sa proste; przeto linia, fgezq-
ca wierzchotek tréjkqta rdwnoramien-
nego. s Srodkiem jego podstawy, jest
prostopadta do podstawy i dsieli kqt
prey wierschotku na dwie czesei réwne.

W tedjkacie nierdwnoramiennym mo-

ina dowolnic bok jego ktdérykolwick
N




—_ 30 —

wzigsé za podstawe § nalenczas wierz-
chotkiem bedzie wierzeholek kafa prze«
ciwleglego temau bokowi. W tréjkaele
za$ réwnoramiennym za podstawg biora
bok réiny od dwden innych,

PODANIE XIIL

T'wierdzenie.

Oduwrotnie, joieli dwa katy wtréj-
kqeie 8@ sobie réwne, to i boki napries
ciw nieh leigee sq sobie rdwne irdjkqt
Jest ro’wnm'mm'enny.

Niech bedzie (fig. 20) kat ABC =
ACEB, powiadam 3¢ i bok AGC bedzie
réwny bokowi AB.

Jezelibowiem boki AC AB nie sasohie
réwne, jedenz nich, np. AB, bylby wi¢k-
szym od drugiego. Weimy Bl):AC'
i polqczmy punktaDiC linia prosta DC,

Podlug zaloZenia' liqt5DBCjest réwny
katowi- ACB, ‘dwa bokj DB i BC &
réwne bokom AC i CB; wige trojlkat
DBC: (pod. 6) bylby réwny tréjkys
towi ACB; lecz c2¢8¢ nienioze byd#
rowna calosel, ‘a zatém boki AB, AC,
nie moga ‘bydznie réwhe i tém samém
tréjkat ABC jest rdwnuramienny. ’

PODANIE X1V,

T'wierdzenie.

Z dwéch bokéw tréjkata ten Jest
wighszy, ktiry lesy naprzeciw kagta wie.
kszeqo; i odwrotnie, z dwdch kgtow iroj-
kqta ten jest wigksey, ktory ledy na-
przeciw boku wiekszego,

1-e Niech bedzie (fig. 30) kat C> B,
powiadam Ze i hok AB, leiacy naprze.
ciw kata C, Jest wickszy od Loku AC,

~ leiqeego naprzeciw kata B,
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Narysujmy kat BCD = B; w tréjkas
cie DBC (pod, 13) bedzie BD — DG,
Lecz AD + DC jest wicksze od AC, a
AD+DC = AD+DB = AB, przeto
AB Jest wigksze od AC, |

-e Niech bedzie bok AB> AC, po-
wudam de i kat C, lefacy naprzeciw
boku AB, bedzie mqlnsq' od kata B,
lezgcego naprzeciw boku AC,

Gdyz, jeieliby bylo C <B, po-
dhxg tego co dowiedziono “ypadaloby
ze AB < AC, co jest przeciwném zalo.
Zeniu.

Jezeliby zas bylo C=8, to (tw.- 13)
i AB byloby réwne AC, co réwnicl
sprzeciwia si¢ zaloZeniu, azatém kat C

Jest wickszym od B,

PODANIE XV.
Twierdzenie.

Z punktu A (fig. 31), danego nad

~ linig prostg DE, moina spuseic jednq

tylko prostopadlq do tejie linii.
Przypuéémy Ze moZna spuscié dwie

jprostopadle AB i AC, jedne znich AB

przedluzmy tak, aby BF bylo réwne
AB, i polaczmy punkt I z C liniq pro-
sta FC,

Trdjkat CBE jest réwny lréjlxqtowi
ABC; poniewaz katy, GBEi CBA sa ré-
wne Jnlio proste, bok CB jest wspélny,
i bok BI'=AB; przeto te dwa tréjkaty
83 soblexounc(pod. 6), z czego wynika,
3¢ kat BCF=BCA. Kat BCA podlug
przypuszezenia jest prosty, azatém kat
jemu réwny BCI' jest takie prosty.
Leez jeieli dwa katy przylegle BCA
BCE razem wzigle sy réwne dwém ka-
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tom Prostym, linia ACE musi bydz
Prosta (pod, 4), Zczego Wypada Ze po-
miedzy dwoma Punktami A | p mozna
Poprowadzi¢ dwie Jinie proste ABF,
ACF, ¢o bydz niemoge (pew. 4), prze-
to niemoje bydz takie, aZeby z jednego
punktu mesna byle spuscié dwije pro-
stopadle na Jedng 162 sam
slg.

Uwaga, Réwnies Zpuuktn (fig. 17),
danego na lini; Prostéj AB, niemozna
Wyprowadzié dygch prostepadlych (o
Ujie linii; Jezeliby bowjem linie pro-
ste CD i CE byly prostopadte, k.
ty DCB i BCE byliby kytamj prosté.
mi i w takim razie, czeéd bylaby r¢-
wna calogei,

a Hniq pro-

PODANIE xy1
'l‘witrdzem'e.

Jeleli & punktu A (fig. 31), danego
nad linig prostg DE, spuscimy d, niej

Prostopadly i poprowadzimy, ré:ne Po-
chyle AL, AC; AD i t. d. do ro'z'nyql;
punktipw (7 lini, bedzie: -
I-e pruslbpadla;_AB kvdtszq od wszels
ki) pochytes; ‘- fogis :
2-¢ dwie pochyle AC, AE, poprowa-

dzone s dwich rainych: stron prosto.
padld), w odlegtoseiach BC ; BE »d-
waych sobie, sq sobie réwne;

3) Zdwich pochylych AD i AC, lub
AL i AD; jakkolwiel poprowadsonych,
ta bedsie dluisza, kéra Jest bardziéf
oddalona od prostopadlé;.

Przedluzmy prostopadly AB tak, aby
przedluzenic BE bylo réwne AB, i po-
faezmy punkt ¥ z punktamj @ ; D li.
niami FC i D,

l-e Trijkat BOF Jestréwny trdjky-
towi BCA, gdyi kat prosty CBF =
CBA, bok CB wispolny i bok BF =
BA; przeto (pod. 6) bok trzeei CF
Jest réwny bokowi AC. Linia AB[\"
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prosta’ jest krdtsza od linii Yama-
néj ACF; a zatém i AB, ako polo-
wa linii ABF,  jest krélsza od linii
AT, jako polowy linii ACKF; wiee l-e
prostopadia jest krétsza od wszelkiéj
pochyléj. \

2) Przypuiéciwszy e BF — BC, po-
niewaZ trdjkaly CAB i EAR maja bok
AB wspélny i kat ABRE — ABC, (pod.
6) wice  boki AE, AC sy sobie ré-
wie, iprzeto 2-¢ dwie pochyle, réwno
oddalone od prostopadléj, sq sobie pg.
wne. o

3) W tréjkacie DFA summx’!"‘"nij AC,
CF, jest mniejsza (pod. 9) .od summy
bokéw AD, DF, q t¢m samém i AC
polowa linii ACF, jest mniejsza oq
AD, polowy linii ADF; a 2atém 3¢ po-
chyle sa tém dluisze im bardziéj sy
oddalone od prostopadléj.

Wniosek 1. Prostopadla mierzy
odleglosé  punkta od linii; ponie~

Waz onn Jjest ‘krétsza od kaZdéj po-
chyl¢j. Sane i

I 04 punktu do Jednéj linij pro-
S nie mozna poprowadzié trzech '1i-
nij prostych, réwnych sobie; gdyz, je-
Zeliby to moglo naslapié, dwie pochy-
fe réwne znn.jdowalyby si¢ z Jedndy
s!ronyproslopadhf_j, 0 bydZ nie mojze.

PODANIE Xvir

Twierdzenie.

Jedel! ; punktu C (fig. 32), srodka
lindi prostéyf AB, w‘:,']n'awad:fm.r/ pro-
stopadlg B d, lgjie linki, mdwip ge:
1 kazdy punkt na p:roslo;)adfe_'j bedzie
réwno oddalony od  kosedu linti AR;
2 wszelki punkt, nje leigey na pro-
stopadidj, snajduje sip g niejednako-
wej odlegloser o kovicdw A i B,

4

S S — >

e
T

e




I) Poniewaz zakladamy Ze AC=CB,
przeto dwie pochyte AG i DB sa ré-
wno oddalone ed prostopadléj, a tém
samém s3 sobie réwne. ToZ samo ro-
sumieé o dwdch pochylych AL, EB,
lub AF, FB, it. d.; azatém 1°, wszelki
punkt na prostopadléjleiacy, jest réwno
oddalony od koncow A i B.

2) Niech bedzie punkt J, znajdujaey
si¢ nie na prostopadlcj: jezeli polyezy-
my go z koxcami linii AB liniami pro-
stemi AJi BJ,wlenczas jednaz nich prze.
tnie prostopadla w D, a poprowadziwszy
DB, bedzie DB=DA. Lecz linia prosta
JB jest mniejsza od summy linij JD
+4-DB, poniewaz za$ JD -+ 'DB=JD-|
DA=JA, przeto IB=JA; wige 2° wszel.
iii punkt leZacy zewnalrz prostopadléj,
jest nierdwno oddalony od koiicdw A
i B.
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PODANIE XVIIL.

T'wierdzenie.

Dwa tréjhaty prostokatne, majqee po
praeciwprostokqiné) réwné; i po jedne-
mu bokow: réwnemu, sq sobie rowne.

Niech bedzie (fig. 33) przeciwpro-
stokatna AC = DF, i bok AB=DE, po-
wiadam Ze trdjkat prostokatny ABC
bedzie réwny tréjkatowi prostokatne-
mu DEF.

"l‘c dwa tréjkaty bylyby widocznie
rowne, gdyby bok trzeci BC byl ré-
wny ftrzeciemu bokowi EF; przypusé.
my, jezeli moZna, %e te boki nie 54 S0- °
bie réwne inadto Ze bok BC jest wigk-
szy. Wzigwszy BG = EF, polgczmy
punkt Az G linig prosta AG. Trdj-
kat ABG jest réwny tréjkatowi DEFR,
gdyZ kat prosty B jest réwny katowi

-
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proslemn F, bok AB — DE i bhok BG
—= LI, azatém te dwa tréjkaty sa so-
bie réwne (pod. 6) zkad AG = DF:
lecz z zalozenia DF =AG, przeto AG
==AC. Poniewaz zas pochyla AC, he-
dac bardzié¢joddalona od prostopadléj,
nie mofe bydZ réwna pochyléj AG
(pod. 16), przeto niemoze bydz takie,
aby BC bylo réine od EF, a zatém
tréjkat ABC jest réwny tréjkgtowi
DEF,

PODANIE XIX.

Twierdzenie.

W kaidym tréjkaeie summa trzech
jego kqlow jest réwna dwdm katom

prostym.
Niech bedzie (fig. 35) tréjkat ABC,
w ktérym zakladamy (1) Ze bok AR jest
(I To przypuszczenie nie Wylgcza prazy-
padku, wktorym by bok Sredni AC byt rowny
jednemu z skrajuych AB lub BC.

|

najwickszym i BC najmniejszym, a tém
somém ze kat ACB jest najwigkszy i i
kat ' BAC najmniejszy (pod. 14).

Przez punkt A i przez Srodek: J bo-
ku'przcuwleg!’ego 'CB, pomuwadzmy
lini¢ prosta AJ, i przedluimy ja do C:

tak, aby AC’==AB; podobniez przedluz-
my . AB do B’ aby AB¢ bylo dwa razy
dluzsze od AJ.

Oznaczywszy llltl’alnl A, By C trzy
katy tréjkata ABC, i literami A4 B/, C
trzy katy tréjkata AB‘CY, powiadam
‘Ze bedzie kat C'=DB < G i kat A =
A+ Bl zkad wynika Ze A+B+C==Ar4
B C% to jest: ze summa trzeeh katéw
w kazdym ztych dwéch trdjkatéw jest
.jcdn’a‘kowa :

Aby tego downesc, uczynmy AR='AJ
b 3 poiqczmy punkt G 2 I, ‘ofrzymamy
Arojkat C’AR rowny erJl\th\u BAJ.
'Gdyl te dia trOJltqty maja kat A \upul-

4‘
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ny, - zawarly pomiedzy bekami odpo-
‘wiednio rownémi, a mianowicie ‘bok
AC/=AB, i AR=AJ; przeto bok teze-
¢i ' C'K jest réwny bokowi trzeciemu
BJi tém samém 'kat AC = ABC, i
kat ARC/’=AJB. s,
Mdwie téraz zZe trdjlat B'C'R jest
réwny tréjkatowi ACJ, Poniewas sum-
ma dwéch katow przyleglych jest yg-
woa dyém kaytom prostym (pod. 2),
‘przeto AliC’+C’l\'B’.—:AJC+AJB, odja-
wazy od, jednéj summy kat ARCY aod
drugiéj’ jemn réwny - kat AJB, pozo-
stanie " kat C’RB’=AJC. Dwa katy rg-
wne CBB/ i AJC s ulworzone, przez
bqki odpqw,icdniu rowne, a mianowi-
cie: CR=JB=JC, i RB‘= AKz=Aj,
gdyz przypuscilismy All’=2;\J;g;\Ii.
Zatém dwatrojkaty B'C'K, ACY 53 sobie
réwne (pod. 6)i tém samém bt)k‘(}‘['l',_;":
AC, kat B'CE=ACB i kat RB/G =
CAJ. : :

“ Zitad wypada: 1°4 ze kat AC'B/, ozna-
czony przez C/, sklada sigz dwdeh ky-
Lw, réwnych katom B i C tréjkata ABC,
czyli G'=B+ C; 2¢ 3¢ kat A trojkata
ABQ sklada si¢ z kata A, czyli. C'AB!
nalezacego do trojkata AB/C* i kata CAJ
réwnego katowi B legoZz samego trgj.
kata, co daje A—ABY przeto A4B+-
C=A'+B!/+C Poniewa za, podiug
Przypuszezenia, mamy Ze AC < AB, a
tém samém C/B!' < ACy, przeto w troj-
kacie AC'B’ kat przy A oznaczony glo-
ska A/ jes! mniejszy od kata B; a Ze
summa obu tych katéw jest réwna ka-

Ctowi A tréjkata danego, wige kat A

<iA.

Jezeli zapomocy podobnego wykre.
slenia przejdziemy od tréjlkata AC'B,
do trdjkata AC“BY, Lktérego katy ozna-
czymy podobniez gloskami A#, By, €n
otrzymamy dwie réwnodci Cl'=B'+B,
A'=A"HBI 2kad wypada ze Al+ B!+
(}!:,\"'*‘B"*‘C", azalém summa kalow
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we wszysthich trzech tréjkatach jest
jednakowa; zarazem otrzymamy, Ze kat
A=< 1A’; a tén samém Ze All< 1A,
“Postepujac daléj w kresleniu tréjka.
tow ACIBY, ACUBY, i t. d. dojdziemy
nakoniec do tréjkata  abe, w ktérvin
summa ftrzech kaléw bedzie taka sa-
ma jak i wtrdjkacie ABG, lecz kat a
bedzie mniejszy od kiGregokolwiek wy-
razu postc;punlorazowe"o malejgeego 14,
1A, TA1 ¢t 4.

Mozna wige wyobrazié sobie, Ze sze-
reg lrdjkaldw przeciagasie dopdty, do-
poki nakoniec kat a nie bedzie mniej-
szy od jakiegokolwiek kata oznaczonego.

Jeieli zapomoca trijkata abe wykre-
slimy trgjkat nast¢pujacy a'b'c', sum-
ma katéw a! +b' tego trdjlata bedzie
réwna katowi @, i tém samém bedzie
mniejsza od wszelkiego kata naznaczyé
sig mogacego; zkad wypada fe summa

trzech katéw tréjkata ald'e! sprowadza
sig. prawie do jednego kata ¢’

Aby mieé¢ miarg téj summy, prze-
dluimy hok a'e! kn d', i oznaczmy
Lat zewnetrzny &'c'd' gloskq x/), kat x!
dodany do kata ¢!, tréjkata a'dle!, czy-
ni summg réwna dwém katom prostym,
(pod, 2) oznaczywszy wige kgt prosty
litera D mamy: ! = 2D '~ 2!; wi¢e sum-
ma wszgsll\ich trzech liqtéw tréjkata

a'b'¢! bedzie réwna:

; 2D +-a! + b — ).
Lecz moina wyobrazié sobie, #e katy i
boki tréjkata als'¢! tak si¢ zmieniaja
Ze atad powstaje jednakowym spo-
sobem szereg trogkatdw, w ktérym
kazdy z nastgpujacych zbliZa si¢ co-
raz bardzi¢j do granicy, w ktdréj ka-
ty a' il sy zerami. PoniewaZ okolo
1¢j granicy linia prostagle!d! schodzi sie
z llmq a'd!, przeto nakoniee trzy pun-
kta a', 8, ¢! lezq w jednéj linii pro-
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stéji wowezas katy &l i 2! staja sig ze-
rami, kat zas a! i iloé¢ 2D +a' 4 b —z,
mierzaca summe trzech Kaldw tréjkata
aleld), sprowadza si¢ do 2D; przeto:
w kaidym trdjkqeie, summa trzech Je-
go kqtow jest réwna dwém kqtom pro-
slym.

Whniosek 1. Znajac dwa katy tréjka-
ta, albo znajae ich summe, mozna ozna-
czyé kat trzecijodejmujac summe wia-

domych katéw od dwéch katéw pro~
stych. -4

IL Jezeli dwa katy jednego tréjky-
ta sy réwne dwém katom drugiego, to
i trzeci kat jednego Jjest réwny kalowi
trzeciemu drogiego tréjkata, i tém sa-
mém dwa trijkaty sq réwnokalne,

IIL W tréjkacie njemoze bydz wig-
c¢j jak jeden kat prosty; gdy? jezeliby
ich bylo dwa, Kkat trzeci musialby
bydZ zerem; (ém bardzi¢j trjkat nie.

moze mied wigeéj jak jedeh kat ro-

Zwarty, ;i
IV. W tréjkacie prostokatnym sum-

ma dwéch katéw ostrych Jest réwna ka-

~lowi prostemu.

V. Wotrgjkacie réwnobocznym'kaidy

kat jest trzeciq czgscig dwdch - katéw

prostych, czyli dwie frzecie kata pro-
stego.  JeZeli zatém kat prosty wyra-
zimy przez 1, kat trojkata .réwnobo-
cznego wyrazi si¢ przez 2.

VL. Wkaidym tréjkacie' ABC, prze-
dluzywszy bhok jego AB ku D, kat ze-
Wietezny GBD bedzie véwny summie
dwdch katéw wewngleznych A i C, nie
obok niego lezacych w trdjkacie; gdyz
dodajac jak do kata CBD, tak do A+-C,
kat ABC, olrzymamy summy réwne
dwdém katom prostym,
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PODANIE XX.

Twierdzenie.

W wielokqeie summa kqtdw wewng-
{renych jest réwna dwdm kqtom pro-
stym, wzigtym tyle razy, ile wielokqy
ma bokéw mniéj dwa.

Niech bedzie (fig, 42) wiclokat
ABCD...., od wierzcholka kata A popro.
wadziwszy przekatne AC, AD, AFE i
t. d. do wierzcholkéw wszystkich ka.
tow, wielokat o siedmiu bokach zosta-
nie podzielony na pieé tréjkatdw, wie-
lokat o oémiu bokach zostanie podzie-
lony na sze$é tréjkatéw, i w ogolnosei
wielokgt podzieli si¢ na tyle tréjkatow,
ile ma bokdw mniéj dwa;gdy? te lrgj-
katy moga bydz uwazane jake majace
wspolny wierzeholek w A, a za podsta-
wy wszystkie boki wiclokata, oprécz

tych, kiire skladaja kat A, WNadr
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Simma Latdyy w tych wszystkich trdj-
katach jest.réwna summie katdw wie-
lokata; o zalém summa katéw wieloka-
ta jest réwna dwém kiytom prostym;
wzigtym tyle razy, ile Jest. tedjkatdw,
to jest: ‘\Vziqtym tyle razy, ile Jest je-
duosci wliczbit bokdwy wielokglazmniejs

szonéj dwdima, At

' Wniasek 1. ‘Summial-kaldw. czwdro-
kala gest réwna 2. kdtom prostym, pos
numi«inym.przt'z 42, '0-ot.jt-st‘:'7rczte-‘
rem katom!prostym, Jezeli wige wszy-
stkie katy  wezworokycie sy sobie rds
WRe, to kaidy z nich jest katem Ipros
stym; co'sprawdza opis; w ktéeym po-
wiedziino e ! prostokacie i kwadeas
cie wszystkie: katy sa proste.

UL Summa: katéw w pigciokgeie jest
réwna dwdm kaytom prostym, ‘pomno-
Zonym preez 5—2, {, Ji szesciu katom
Prostym, Jezeli wige pigeiokat jest rd-

5 .
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wnokginy, to jest, jeieli jego katy 5y

sobie réwne, kaidy x nich jest pia-
tq czescia szescin kaqtéw prostych, czy-
lizg kata prostego. '

HI. Summa katéw szedeiokata Jest
2(6 —2), czyli 8 katéw prostyeh; aza-
tém . w szesciokgcie réwnokqlnym, I{aidy
kat jest & czyli § kata prostego,

waga. Jeieliby cheiano to podanie
zastosowad do wielokala majacego jeden
lub kilka katéw whigstyeh (fig. 43), ma~
leialoby uwaiaé Kaidy kat wklgsly,jako
wigkszy od dwdch katéw prostyeh. Lecz
dla uniknienia tego, uwazaé. bedziemy
tylko. wielokgly wypukte. Wielokat
jest wypuklym, jeieli linia prosta, Jak-
kolwiek poprowadzona, ‘niemoZe prze.
cig¢ sie z obwodem jego wigeéj jak
w,dwéch punktach.

PODANIE XXI
Twierdzenie.

Duwie linie proste AB i CD (fig. 36),.
prostopadte do linii {rzeciéj FG, sq
wigledem  siebie réwnolegle; t. j: be-
dgc prsedluione jak najdaléj, nigdsie
nie przetng si¢ s sobg.

Jezeliby bowiem linie AB i CD prze-
cigly sig z soba w jakimkolwiek pun-
keie O, w takim razie mieliby§my dwie

_ prostopadle OF i OG, spuszczone z je-
dnego punktu O na linig FG, co bydz
Diemofe (pod. 15).

PODANIE XXII -
Twierdzenie.

Dwie linie proste AB, CD (fig. 36),
bedg réwnolegte, Jeseli s trzecig EF,
tworsq dwa kqty jednogtronne wewng-




trene BEF, DFE, ktérych Summa jest
rowna dwim katom proslym.
Jezeliby katy BEF, DFE b){y
wne sobif, linie AB i CD byty
stopadle do EW," a tém ‘samém,

ro-
by pro-
i)i)dhlg

twierdzenia poprzedzajacego, réwnole- -

gle .wzglgf]em sichie; ;)rz}'"[)gxs‘glil‘.y‘- ‘wiqc
Ze le kaly nie sa sobie réwne | zpifn_
li!u' F, wierzcholka kata wighé’iég’b,
spuscmy prostopadly FG ‘na AB.""!

W tréjkacie EFG, smximq ktild\v:'u-
slrych FEG + EFG jéit"réu‘lvna lc‘.'{!o-
wi prostemu (‘pod. 19 wn, '4)? a m.:’.‘n
odjawszy ja od summy BEFE + DFE,
podlug zaloienia réwnéj dwém iiql.«.»'m
prostym, ofrzyma sic na reszle kat DI'G,
réwny katowi prostemu.  Wiec dwie
linie AB, CD, sx prostopadle do linii
FG, a zatém sy réwnolegle wzgledem
sichie (pod. 21).

: b

- “PODANIE XXIIL

Twicrdzenie.
‘ Jeiel:"dwic linie proste AB,;. CD. (fig.
37), & trzecig linig BY, fworsq dwa ke-

ly jednostronne wewnelrae, ktorych

summa_ jest mniejsza lub wigksza od
- dwdeh kqtéw prostych, mdwie e linie

AB, CD, bedge dostalecznie przediu-
Zone, przelng sig s sobq.
Niech bedzie 198 summa BEF+EFD

‘mni¢jsza od dwdch Latdw prostyeh;
poprowadzmy PG tak aby kat EFG=

AEF, bedzie BEFHERG=BEF4-ALF,
atém samém summa BEF+EFG jest ré-
wna dwom kgtom prostym; poniewas zas
BEF+EFD jest mnicjsze od dwdéch
katéw prostych, przeto linia DIY jest
zawarta w kgcie BFG.  Przez punkt
r poprowadzmy pochyly FM, Kkiéra
Spolka linia AB w punkeie M, hedzie

5.




kat AMF réwny GFM dla tego, ie
dodajge dokaidego z tych katéw jedna-
kowg ilosé EFM+*FEM, otrzymamy dwie
summy, zktérych kazda w szexegdlnodei
réwna dwém katom prostym. Wezmy
nastepnie MN=FM i polaezmy F z N
linia FN; kat AMF zewnglrzany wazgle-
dem tréjkata FMN, Jest réwny sum-
mie dwich katdw wewnetrznych pje
obok niego leigcych MEN, MNF (pod.
19 wn. G); ge zas katy MFN i MNF
lezge naprzeciw bokdyw rownych MN,
M, sa sobie réwne, przeto kat AMF,
ezyli jemu réwny MPG Jest dwa razy
wigkszy od MFN; a zatém Iinja pro-
sta FN dzieli kat GFM na dwie réwne
cze¢sei iz linig AB przecina sie w pun-
keie N, kiory lciy wudlcg*us’ci MN —
FM.

Z tego dowodzenia wynika, e Wzig-
wszy NP =FN, na linjj AB Vznaczy
si¢ punkt P, przez kiry przejdzie li-

nia PP, tworzaca kat GFP réwny po-
Yowie kata GFN, ezyli czwartéj czedei
kata GFM.,

Takim sposobem moZna hraé naste-
Pnie polowe, czwarlta, 6sma i t. d. czosé
kata GEFM, i linie, ktére sa wypadka-
mi tych podziatéw, spotykajy linia AR
W punktach coraz bardziéj oddalonych
lecz fatwych do oznaczenia, gdyi MN
=FM, NP=FN, PQ—PF i t. d. Na-
Wwet moina dostrzedz, Ze odleglosé kts-
regokolwick z punkidw przecied od pun-
ktu stalego B, nie jest dwa razy wigk-
5234 od odleglodei punktu poprzedzaja-
cego; gdyz np, FN<FM 4+ MN czyli
FN<2MN, podobniez mamy FP<2FN,
FQ <2FP i t. . Dzielge daléj kat
GFM na 2,4, 8 i t.d. czesei réwnych,
d"jdzivmy do kata GFZ, mniejszego od
kata Grp wlenczas jeszeze linia FZ
przedlufony przetoie sig-z linia AB w
PEWHYI oznaczonym punkcie; wige tém
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-bardziéj linia® FD, zawarta wlqcn.
EFZ, spotka si¢ z linig AB. :

2) Przypusémy ze sunima’ dwdch
katow wewnelrznych AEF -+ CRE! jest
“wigksza od dwdch katdw prostych; li-
nig ‘AE  przedluiywsey ku' B 'j CF
kua D, summa czlérech katéw AEL,
BEF, CFE, EFD bedzie réwna czlé-
Tem katom prostym; wiee od téj sum-
my odjawszy AEF T CFE, wicksze od
dwdch kaléw prostych, pozostanie sum-
ma BEFTEFD mniejsza od dwéch ka-
téw prostych. A zatém pedlug pier-
wszego przypadku linie EB; FD, be-
dac doslatecznie przedinione, musza
przeciqé si¢ z soba. _

F¥niosek. Prazez punli dnny I' nié.
moina poprowadzié wigeéj jak jedng
lini¢ FG réwnolegly do AB; gdyz po-
prowadziwszy dowolnie FE | qyie li-
nie. AB i1 FG ulworzg 2 liniq ') dwa

katy BEF i EFG, ktérych summa Jest

87
réwna dwdin kjtom prostym; poproiwa-
dziwszy zaé jakakolwiek ihna linfe KD
otrzymalibydmy summe dwoch katow
BELY; EFD wicksza' Tub mniejsza od

~dwdch l.qlow' prostych, a'{ém samém

linie D i AB musnaiyby przecnqé sig
z sobq

PODANIE XXIV.

Twier dzcmc

Duwie linie (lig. 38) réwnolegle AB,
CD; priecigussy sicesng EY, summa
katéw Jednostronnych  wewnetrenych
AGO i GOC bgdsie réwna dwém kq-
tom prostym.

“Jezeliby bowiem summa tyeh katéw by-
Ya wigksza ‘lub mniejsza 6d dwdeh kg~
16w prostych, dwie linie AB i CD' prze-
ciglyby sig zsoba z jednéj Jub zdiugiéj
strony: (‘pod. 23) linii K l‘, i mie by ly-
I8 “’Wnolrgle.
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Wniosek 1. Jeielikat 'GOC jest pro-
sly, kat AGO bgdzie takie prosty; a za-
tém wszelka linia prostepadia do je-
dnéj. zdwdch linij réwnaoleglych jest
prostopadla i do drugiéj.

II. Poniewaz summa AGO + GOC

jest réwna dwém katom prostym, i

summa GOD+GOC jest takie réwna
dwém katom proslym, przeto odja-
wszy od kaidéj z nich kat GOC, po-
zostanie kat AGO == GOD. Nadto (pod.
5) kat AGO=BGE, i GOD = COF;
przeto czlery katy ostre AGO, BGE,
GOD, COF s3 sobie réwne; toz samo
rozumiéé o czterech katach rozwartych

AGE, BGO, GOC, DOF. Xatwo lez
dostrzedsz, 7e dodawszy do kaidego kata

rozwartego kidrykolwiek kat ostry, wy-
padnie summa rdwna dwem kitom
prostym.

Uwaga. Kaly, o kléryeh wyiéj mé-
wiono, uwazane po dwa, majq réine

nazwiska, Ju% nazwaliémy dwa Katy
AGO, GOC, jednostronnémi wewne-
frenei; katy BGO, GOD maja tol
samo nazwisko; katy AGO, GOD' na-
zywaja si¢ napriemianleglémi wewng-
{renémi, lub krécéj naprsemianlegtéms;
toz samo. nazwisko stosuje si¢ do ka-
téw BGO, GOC. Nakoniec katy EGB’
i GOD, lub' EGA i GOC, sy jedno-
stronne odpowiadajqce; katy EGB i
COF, lub AGE i DOF, sy naprzemian-
legte sewnetrsne. To powiedziawszy,

moina uwaiaé. nas!qpu;qce t\nerdzc-
nia, joko dowiedzione:

I°% Katy jednostronne we\’vnqtrzne,
razem wazigte, waiy dwa katy proste.

2¢ Kaly naprzemianlegle wewnetrzne
s sobie réwne; takie jednostronne od-
powiadajace i naprzcmlanlegle zewng-
trzne,

Odwrotnie , Jcieh dwa katy jedno-
stronne OdeWIadance, albo naprze-
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mianlegle, sa sobie rowne; natengzas
linie, bedaee ich ramionami, sy réwno-
legle wzgledem: siebie. Niech bedzie
np. kat' AG 0=GOD; | poniewaz . GOC
= GOD jest réwune dwdém, katom pro-
stym; przeto hedzie takie AGO+GOC,
réwne dwdém katom prostym, além sa-
mém: (pod. 22) linie AG, CO sy rg-
wnolegle, : ano. .
) N LI TR e

PODANIE XXV, dul 00

" V93 9l

T'wierdzenie« 1Ry Sa

Duwie linie (fig. 3%) AB, CD rduwno-
legle do trzeciéj EFX, sq _q;'\uyzl‘;‘l‘c'gf.f_'
wzgledem siebie. o

l’u“)‘!'?}vl?_(]\i‘tny sieczng POR, prosto-
padly do EF; poniewaZ linia AB jest
rownolegla do EF, przeto sieczna PR
bedzie prostbpadh do AB (pod. 24
wn. 1); podobniez, ponieywai linia CD

jest ‘réwnolegla do EF, przelo sieczna
PR hedzie prostopadla do ED. : A za-
tém, linie AB i CD; bedac prostopadle
do jednéj i'tej saméj linii pirostéj PQ,
sa réwnolegle wzgledem sichie (pod, 21).

PODANIE XXVIL
Twierdzenie.

Dwie linie réwnolegle sq wszedsie
réwno oddalone od siebie. :

Niech bedg (fig. 40) dwie linie ré-
wnolegle AB i CD; jeieli zdwdéch do-
wolnyeh punktéw wystawimy prostopa-
dle LG i FH do linii AB, linie EG i
FH beda zarazem prostopadle do CD
(pod. 24), a nadto réwne pomigdzy
sobg,

Gdyz, poprowadziwszy GI, katy
GFE i FGH, jako naprzemianlegle we-
Wogtezne (pod. 24, uw.) wzgledem li-

6
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nij réwnoleglych ABi CD, sa sohie rd-
wne; podobnie, linie EG, FH; bedac
Pro;topadle do linii AB, sa rdwnole-
gle do!siebie, azalém katy EGE, .G,
jako naprzemianlegle wewnglezne wzgle-
dem tych linij réwnoleglych, sa sobie
réwne. Dwa  tréjkaty EFG i FGH,
majae po boku wspélnym, lezacym przy
dwéch katach odpowiednio réwnych,
sa sobie réwne (pod. 7); zkad bek EG,
mierzacy odleglosé dwéch linij réwno-
legltych ABiCD w punkeic E, jest ro-
wny hokowi FH, mierzacemu odle-
glosé tych samych linij réwnoleglych
w punkcie F.

PODANIE XXVIL
Twierdzenie.

Duwa kqty (fig. 41) BAC, DEF, ma-
jace ramiona odpowiednio réwnolegle,

— .63 —
i roschodsqce sig w jedne strony, sq
sobie réwne.

Przedluzmy, jeieli tego polrzeba,
DE do przecigeia sie z AG w punkcie
G, kat DEL jest réwny katowi DGC,
gdyz linia EI' jest rownolegla do GC
(pod. 24); kat DGC jest réwny BAC,
gdyz linia DG jest réwnolegla do AB;
a zatém_kat DEE jest réwny katowi
BAC.

Uwpaga. W {ém twierdzeniu  zro-

‘biono warunek, aby. bok EI' byl skie-

rowany w lg¢z sama strong co i bok
AC, a ED wte¢ samgstrone co AB; dla
tego, Ze przedfuzywszy bok EF ku H,
katy DEH i BAC mialyby - boki ré-
wnplegle i nic hytyby réwne, lecz czy-
nilyby summg réwnay dwém  katom

prostym,

‘
i




PODANIE XXVIIL

. Twierdzenie.

W rdwnolegloboku boki i katy pre-
ciwlegle sq sobie réwne.

Poprowad'l'-mj' (Tig. 44) przekatng
BD, dwa tréjkaty ADB i DBC maja
bok BD wspolny, nadto, dla réwnole-
glosei bokéw ADi BC, kat ADB=DBC
(ped. 24), i dla rownoleglosci bokdw
AB i CD kat ABD=BDC, przeto one
sy sobie rowne (pod. 7); zkad wyni-
ka Ze bok AB, leZacy naprzeciw "kyta
ADB, jest réwny bokowi DC, lezyce-
mu przeciw kata ' DBC —=ADB; podo-
bniez bok trzeci AD ‘jest réwny " bo-
kowi trzeciemu BC; przeto boki prze-
ciwlegle w réwnolegloboku ~sa sobie
réwne,

Powtére, z rownosci tychie samych
trojkatow wypada, Ze kat A jest rd-

wny katowi C, i Ze kat ADG, zloiony
zdwéch katéw ADB, BDC, jest rowny
Katowi: ABC, zlofonemn z katow, ré-
wnych tamtym, DBC i ABD; przeto
katy przeciwlegle w réwholeglobokn
$a sobie rowne.

Wniosck, Zatém dwie linie réwno-
legle AB, CD, zawarte migdzy dwie-
ma liniami. réwnoleglémi AD i BC, sa
sobie réwne.

P ODANIE XXIX.

Twierdzenie.

Jeseli w csworokqeie (fig. 44) ABCD
boki przeciwlegle sq sobie rdwne, to jest,
jefeli AB==CD i AD=BC; mdwig e
boki réwne bedq réwnolegle do siebie
i czworokqt bedsie réwnoleglobokiem.

Gdy# poprowadziwszy przekatng BD,
dwa tréjkaty ABD, BDC, majae po trzy

Gt
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boki odpoywiednio’ réwne, 53 sobie rg-
wne; azatém kat ADB, leiaey naprze-
ciw boku AB, jest 'réwny katowi DBC,
lezqcemu naprzeciw boku CD réwnego
AB, i tém samém (pod. 24) bok AD
jest réwnolegly do BC, Dla podohndj
przyezyny bok AB jest réwnolegly do
CD; a zatém czworokat ABCD' Jest ré=
wnoleglobokiem.

PODANIE XXX.
: 'l'wi‘erdzenie.

JeZeli w ezworokqceie dwa boki prze-
ciwlegte AB, CD (fig. 44) sq sobie rd-

_wne T rownolegley dwa inne boki AD i

BC bedq takie réwne i réwnolegle ; §
Sigura ABCD bedzie réwnoleglobokiem.,

Niech' bedzie przekatna BD; ponie-
waz AB jest réwnolegle do CD, przeto
katy vaprzemianlegle ABD i BDC, sa

sobie réwner (pod. 24), nadto bok AB
=DQC, i bok' DB jest wspdlny, wicc
t'6qut ABD : jest 'réwny tréjkatowi
DBC (pod. 6),- zatém bok AD=BC; kat
ADB=DBG, i nast¢pnie bok AD jest
réwnolegly ~do'BC; przeto czworokqt
ABCD jest réwnoleglobokiem.

PODANIE XXXI.
Twierdzenie.

Dwie presekqtne AC, BD (fig. 45)
réwnolegtoboku, przecinajqce sie, dzielg
si¢ wzajemnie na dwie czesci réwne.

Gdyz dwatréjkaty ADO i COB, ma-
jac hok AD —=CB, kat ADO=CBO
(pod. 24) i kat DAO=O0CB, sa sobiec
réwne (pod. 7); a ztad wynika, Ze bok
A’O. lezaey naprzeciw kata ADO, jesy
xowny hokowi OC, leigcemu naprze-

¢iw kata OBC, i bok DO=OB.




' Uwaga, W przypadku kwadratuuko.
$ncgo, poniewaz boki AB, BC s3 'sp-
bie réwne, przeto trdjkaty 'AOB; OBC
maja ‘po trzy boki odpowiednio réwne,
a témsamém sy sobie réwne, zkad Wy~
nika e kat AOB=BOGC; a tém samém
w kwadracie ukodnym przekatne sa pro-
stopadle do sichie.

e
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0 KOLE I MIERZENIU KATOW. .

—co0a D oves— |

Opisania.

1. Okrqg ‘kola' jest linia krzywa,
ktéréj punkta sy réwno oddalone od
punktu znajdujacego’ si¢ wewnatrz’ jéj,
ktéry ‘si¢ mazywa srodkiem (fig. 4G).
Folem nazywa si¢ plaszczyzna .zam-
knig¢ta' przez l¢ lini¢ krzywa.

NB. MOwia niekiedy kolo zamiastokrqg ko-
la, lecz nie trudno przywrocié Scistosé
wyraienia, pamigtajgc’, el kolo jest
powierzchnig, majjcy - dhugosé i szero=

1 kodé, aokrgg jest - tylko linig.




- 2. Wszelka linia prosta CA, CE,
CD i t. d. peprowadzona od $rodka
do okrggu kola, nazywa sic promie-
niem ; wszelka za$ linia " prosta AB,
przechodzaea przez srodek i koriczaca
si¢ z obu stron na okregu kola, nazy-
wa si¢ srednicq. !

Podlug opisu kola, wszysthkie pro-
mienie jege sa sobie rowne, i wszysthie
drednice takie sy sobie réwne i dwa
razy wicksze od promienia.

3. Czgsé okregu kota FHG nazywa
si¢ fukiem,

Cigoiwg jest linia prosta FG, Yaczg-
ca oba konce tuku. it 1)l

A, Odcinkiem jest pl’uzoz;yzna,‘ cﬁy-
li cz¢sé¢ kola, zawarta immiqdzy lu-
kiem i cigeiwg..' ! _ i .
NB, Jednéj i aaméj'cicciwie FG odpo-
wiadaja dwa tuki FHG i FEG, a tém
samém § dwa odcinki; lecz zawsze, je-
zelimie ma wzmianki 0 Wigkszym, nale~

Zy domyslaé si¢ #e rzecz idzie o ten,

. ktéry jest mniejszy.

5. Wycinek jest czgéé kola, zawars
ta ‘pomiedzy tukiem DE i dwoma pro-
mieniami CD i CE, przechodzgcémi
przci konce tegoz luku. : =

6. Linia majaca oba korice na okre-
gu nazywa si¢ wpisang w kolo (fig. 47).

Katem wpisanym nazywa si¢ kat BAG,
utworzony przez dwie cigeiwy, maja-
cy swoj wigracholek na okregu.

i Trdjkgtem wpisanym nazywa si¢ tréj-
kat BAC, ktdrego wszysthie tray katy
maja swoje wierzchotki na okregu.

I wogdlnosci wielokaqtem wpisanym,
nazywa si¢ wielokat, ktérego wszystkie
katy maja swoje, wierzeholki na okre-
gu; w tym przypadku mdéwi si¢ takie
ze kolo jest opisane ma wiclokacie.

7. Sieczng nazywa sig linia prosta,
Ktéra przecina okrag w dwdch pun-
Kktach, np. linia AB (fig. 48).
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8. S[yczna jest linia pros!a, majqca
tylko jeden punkt wspdlny z okregiem
kola; taka jest linia CD.

- Punkt M, wspélny dla styéxnéj il o-
Kregu kola, nazywa sic punklem se.
tknigcia. B sl el
9. Dwa okregi kél, majace jeden
tylko punkt wspélny, nazywaja Siq&ly;'
cznémi. Wy ¥is.
10.  Wielokqgt opisany na . kole
jest wiclokat, Ktgrego wszystkic bokj
sa styeznémi do okregu; wiym przy-~
padku mowi sie takie fe Koto jest wpi-
sane .w wielokat,

‘PODANIE L

: Twierdzenie.

 Wszelka srednica (ﬁg‘.'ég) AB dsieli

kolo i jego oqug na dwie csesei yéwne.

73

Jeeli bowiem przylozymy figure
AEB do AFB, pozostawiajac podsta-
we AB wspélng, linia krzywa AEB
przystanie do AFB; gdyz inaczéj
punkta na jednéj z nich, lub na dru-
gi€j nie bylyby jednakowo oddalene
od $rodka, coby siz sprzeciwialo opi+
sowi Kota.

PODANIE II.
Twierdzenie.

Cigciwa jest sawsse mniejsza od sve:
dnicy (fig. 49).

Jezeli bowiem przez kordece cigciwy
(fig. 49) AD poprowadzimy promie-
nie AC i CD, bedzie linia prosta AD
<AC +CD, albo AD<AB.

Wniosek, Srednica jest majwieksza
2¢ wszystkich linij, ktdre mozna wpi-
sa¢ w kolo.

7




‘PODANIE IIL

Twierdzenie.

- Linia ‘prosta tylko w dwich pun-
ktach moZe przecigé okrqq kota.
Jezeliby z przecigeia sig linii_ proéle'j
z okregiem kola powstawaly frzy pun-
kta, one znajdowalyby si¢. w jednako-
wéj odleglosci od érodka; moglibyémy
zatém od jednego punktn’do jedngj li-
linii prostéj poprowadzié trzy linie pro-
ste réwne, co bydZ nie moie (ks. 1

pod. 16).

’

PODANIE 1V.

Twierdzenie.

W kole lub w kolack rdwnych, lyki
réwne sq podparte pries cigeiwy ri-
wne, i odwrotnie cigciwy rdwne pod-
pierajq tuki réwne.

Jezeli promiei AC (fig. 50) jest
rowny promieniowi EO, i luk AMD

réwny tukowi ENG; powiadam Ze cig-

ciwa AD, bedzie réwna cieciwie EG.

‘Poniewa? Srednica AB jest réwna dre-
dnicy EF, przeto mozna pétkole AMDB
przylozyé " do pélkola ENGE tak, fe
linia krzywa AMDB przystanie do li-
nii krzywéj ENGE. Lecz przypuszeza-
my Ze czgesé AMD jest réwna czedei
ENG; przeto punkt D padnie na punkt
G, atém samém cigciwa AD jest ré-
wna cigciwie EG,

Odwrotnie, przypusciwszy ‘Ze pro-
mien AC=EQ, i cigciva AD=EG, tuk
AMD ma bydZ réwny lukowi ENG.

Poprowadziwszy promienie CD,0G,
dwa tréjkaty ACD, EOG, mieé beda
Po trzy boki odpowiednio réwne, a mia.
ngyicie AC=EO, CD=0G i AD=
EG; przeto te dwa tréjkaty beda so-
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bie réwne (pod. 11 ks. 1), a zatém kat
ACD —EOG. Lecz przenioslszy pél-
kole ADB na jemn réwne EGE, po-
_nigwaz kat ACD=EOG, promieii CD
padnie na promieri OG i punkt D na

G; a zatém luk AMD jest réwny luka-
wi ENG.

PODANIE V.
Twierdzenie.

TV kole lub w dwéch kotach réwnych,
cigciwa wigksza podpiera tuk wigkszy,
i odwrotnie; lecs tuki majq bydi za-
wsze, muiejsse od polokrequ kota.

Niech bedzie (fig. 50) luk AH wig-
kszy odluku AD, poprowadimy cigci-
wy AD, AH i promienie CD, CH; dwa
bOl\i ACi Cl[ tréjkqta AClI Sq réwue
bokom A€ i CD tréjkata ACD, lecz kat
ACH jest wigkszy od kata ACD, prae-

to (pod. 10 ks. I) bok frzeci AH jest
wickszy od boku trzeciego AD; wige
cigciwa wigksza podpiera luk wickszy.

Odwrotnie, zaloZywszy Ze cigciwa
AH jest wigksza od AD, moZna be-
dzie. wnies¢ z tych samych tréjkalow,
ze kat ACH jest wigkszy od kataACD,
i Zze tém samém luk AH jest wigkszy
od AD.

Uwaga. Zakladamy Ze luki, o kié-
rych mowa, sa mniejsze od pélokregu
kola; jezeliby za§ tuki byly wicksze
od pétokregu kola natenczas mialaby
miejsce wlasno$¢ odwrotna, to jest, Ze
w miarg powigkszania si¢ uku, cieciwa
si¢ zmniejsza i odwrotnie: tak Ze jezeli
Tuk AKBD jest wigkszy od AKBH,
cicciwa AD pierwszego {uku jest mniej-
sza od AH cigeiwy drugiego luku.
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PODANIE VI.

Twierdzenie.

Promien (fig. 51) GG prostopadly
do cigciwy AB, dsieli l¢ cigeiwe i tuk
przes niq podparty AGB na dwie cz¢-
Sei rowne.

1) Promieniec CA i CB, wzgl¢dem
prostopadléj CD, sa dwie pochyle ré-
wne, przeto odleglodei ich od prostopa-
dléj sa sobie réwne (pod. 16 ks. I),
t. j. AD=DB; a zalém cicciwa AB jest
podziclona w punkeiec D na dwie cz¢-
§ci réwne, ’

2) Poniewaz AD=DB, przeto CG
jest proslopadla do linii AB, wysta.
wiona z jéj srodka, wige (pod. 17 ks, T)
wszelki punkt na prostopadléj CG jest
réwno oddalony od koncdw- A i Blinii
AB. PoniewaZ zas punkt jSstjednym
z punktéw prostopadléj, przeto odle.

gl’os’ci jego AGi GB od Lkonicéw Tinit
AB sy sobie réwne, Jezeli zaé cigciwa
AG jest réwna cigciwie GB i luk AG
bedzie réwny lukowi GB. (pod. 4);
wige promienn CG, prostopadly do cig-
ciwy AB, dzieli fuk do niéj naleiacy
w punkcie G na dwie czesei réwne,
Uwaga. Srodek Kola C, srodek D
cigeiwy AB i Srodek G luku, podpar-
tego przez t¢ cigeiwe, leza najednéj liz
nii prostéj; poniewaz za$ dla oznacze-
nia linii prostéj dodé jest mieé dwa pun-
kta, przeto wszelka linia poprowadzo-
na przez kitdrekolwiek dwa punkta z
trzech wymienionych, przejdzie i przez
trzeci i bedzie prostopadla do cigeiwy.
Zitad wynika takze Ze prostopadta do
cigciwy, ze Srodka jéj wyprowadzona,
przechodszi przes srodek kota i srodek
tuku podpartego przez cigciwe. Gdyi
ta prostopadla stanowi jedno z prosto-
padfa spuszczony ze srodka kota na




- 80 —

_cigeiwe; bo obie przechodza przez éro.
dek cigeiwy-

PODANIE VIL
A'l‘wierdzenie.

Przes trzy punkta (fig. 52) A B, C
nie na linii prostéj leiqee, sawsze mo-
Zna poprowadsic okrag kota, lecz nie
wigee) jak tylko jeden,

Podzieliwszy na dwie czgsci réwne
kazda z linij prostych AB i BC, 1,.
czacych punkt B z punktami A i C, i
z punktéw podzialow wystawiwszy do
nich linie prostopadle DE i FG, po-
wiadam zZe linie prostopadle przetng
si¢ zsoba w jakimkolwiek punkcie O,

Dywie linie DE i FG przetng sie z
soba jeieli nie sa réwnolegle; przypu-
fciwszy ze one sa rownolegle ywiw-

czas linia AB, prostopadia do DE, by-

aby prostopadia i do FG (pod. 24
ks. I), i kat. £ bylby prosty; leez

- poniewaz przediuzenie BR linii. BD

Jest linig rézng od BE, b tezy punkta A,
B i G nie sa na jedngj linii. prostéj,
przeto mozna by bylo zjednego pun-
kiu spusci¢ dwie prostopadle do je:
dnéj linii. prostéj, co bydz nie mole
(pod. 15 ks, I); a zalém dwie prostos
padle DE, FG zawsze przelng sig¢ z50-
ba w jakimkelwiek punkcie Q4 '
Punkt za§ 0, leiac na linii DE,
prostopadléj de AB i wyp;oyy,qdione’j
2 j6j frodka, smojduje sic. w. jedna-
kow¢j odleglodei od punktéw A i B
(ped. 17 ksi I); tenie punkt O, le-
zae na F'G prostopadiéj do BC, jest
jednakowo oddalony od pupktéw B i
C; wigc trzy linie proste OA, OB, OC
sq sobie réwne, przeto okrag kola qpi-
sany  ze §rodka O promicniem OB,

prezejdaic przez trzy punkta dane. A,
BiC.
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Dowiedziono wige Ze przez trzy pun-
kta, nie lezgce na ‘jednéj linii prostéj,
zawsze mozna poprowadzié okrag kota;
pozostaje jeszeze okazad, Ze tylko jedén
okrag kola moie przez nie przechodzié.
Jezeliby mozna bylo przez trzy pun-
: lfta dane A, B, C poprowadzié inny
okrag kola, wéwezas Srodek jego mu-
sialby si¢ znajdowaé na ' linii DE, gdyz
inaczéj on bylby  nieréwno odda]ony
od Ai B (pod. 17 ks, I); dla podo-
bnéj przyczyny on znalazlby sie na li-
nii FG; przeto frodek bylby i na linii DB

i na FG; poniewaz zas dwie linje pro-:

ste przecinaja si¢ z soba ftylko w je-
dnym:punkcie, wige srodkiem nowego
okregu kota bylby punkt O; a zatém
przez trzy punkta dane nie na linii
prostéj, mozna poprowadzié tylke je-
den okrag kola.

Fniosek. 7 przecigeia sig dwéch
okr¢géw két pomigdzy soba nie moze

wyniknaé wigeéj nad dwa punkia; gdys
Jezeliby one mialy trzy punkta wspél-
ue, natenczas mialyby wspélny srodek
i stanowilyby. jeden okrag kola,

PODANIE VIIL
Twierdzenie.

Dwie cigeiwy réwne sq réwno odda-
lonelod Srodka kota; z dwéch zas cig-
ciw nierdwnych mniejsza jest bardziéf
oddalona od srodka kota.

1) Niech bedzie cigeiwa (fig. 53) AB
=DE; prostopadtémi CF i CG, puszczo-
némi na nie ze srodka kola, po&zielmy
Je na dwie réwne czedei i poprowadi-
my . promienie CA 1 CD.

Tréjkaty prostokatne CAF i DCG
maja przeciwprostokatne CA i CD ré-
wne, nadto hok AF, bedacy pélowa
AB, jest réwny bokowi DG, ktéry jest
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pélowy cigeiwy DE; wi¢e pomienjone
diwa tréjkaty sa sobie réwne (pod. 18
ks. 1), a tém samém bok trzeci CF jest
réwny bokowi' trzeciemu CG; przeto
dwie cigciwy réwne AB, DE, saré-
wno oddalone od srodka kola.

2) Niech bedzie cigciwa AH wie-
ksza od DE, luk ARH bedzie wigkszy
od tuku DME (pod. 5); na luku AKH
odcigwszy ezesé. ANB=DME, popre-
wadimy ci¢ciwg AB, i spusémy CF
prostopadla na ft¢ cigeiwe i CJ pro-
stopadia do AH; linia CF, jest dlag-
sza 0od ,CO, i CO wigksze od CJ (pod.
16 ks: 1), wige tém bardziéj CF>-CJ.
Leez CF=CG, bo cigeiwy AB, DE sa
sobie réwne, wige takie CG>CJ; prae.
to zdwéch cigeiw nierdwnych mniej-

sza jest bardziéj oddalona od $rodka
kola.

 PODANIE IX.

Twierdzenie.

Prostopadia BD (fig, .54) do pro-

mienia CA, zkonca jego wyprowadzo-

na, jest styczng sokregiem kota.
Wszelka pochyla CE jest dluisza
od' prostopadléj CA' (pod. 16 ks. I),
a zatém punkt E znajduje si¢ zewnatrz
kola; wige linia BD ma tylko jeden
punkt ' A wspélny z okregiem kola, a
ém samém . jest (opis 8) slyezna ‘do
nlego. : °
Uwaga. Przez punkt A dany na
okregu kofa tylko jedng slyczna .mo-
Zna poprowadzié; jezeliby bowiem mo-
ina bylo poprowadzié¢' druga, ta nie
bylaby prostopadla do promienia CA,
i promieri bylby ‘wzgledem niéj linig
pochyly; przeto prostopadla, spuszezo-
na ze srodka na nowa styczng, bylaby
)
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krétsza od promienia AGC, atém samém
druga styezna przeciglaby okrag ko-
Ya i bylaby sieczna.

PODANIE 'X.

M'wierdzenie.

Luki (fig. 95) MN i PQ, odeigte na
okregu kola przes dwie linie réwnole-
gte AB i DE, sq sobie réwne.

Moga si¢ zdarzyé trzy przypadki;

1) Jezeli dwie linie rownolegle sa
sieczne; natenczas poprowadziwszy pro-
miet. CH prostopadly do cigciwy MP,
on bedzie prostopadly i decigeiwy NG,
rownolegléy do MP (ks. I, ped: 24 wn.
1); a zatém punkt H bedzie srodkiem
fokéw MHP i NHQ (pod. 6); wige
mamy luk MH=HP i luk NH=HQ,
zkad wypada Mll—-Nll=ll[’—llQ,
czyli MN=PQ.
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2) Gdy jedna z dwdéch linij rd-
wnoleglych (fié. 56) AB jest sieczna,
a druga DE styezng; nalenczas pro-
mieri CH, poprowadzony przez punkt
H 7|.tlcm¢;cla sig styeznéj DE z okre-
giem kola bgdncpxostupadly (pod.9)do
styeznéj i do cigeiwy z nia réwnolegléj
MP. Ponieway promien jest prostopa-
dty do cigciwy MP, practo punkt M
Jest srodkiem Zluku NMHP, a tém sa.
mém Iuki MH i HP, odcigte przez li-
nie réwnolegle AB i DE, sy sobie ré-
wne, :

3) Nakoniec kiedy obie linie réwno-
legle DE i JL sy styczne, jedna w pun-

keie 1, a druga w R, poprowadziwszy

sicczng AB vownolegla do nich, podlug
lego co  dowiedziono, otrzymamy, MH
=HP i MR=KP; przelo MH+ MR =
HP +KP, czyli HMK=HPK. Nadto

w:dumy, ze kaizdy z tych lukdw jest
polokregiem kola,
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Linia prosta, taczgea srodki dwdch
okregow kit preecinajqeyeh si¢ zsobq,
jest prostopadla do cigciwy, Tacigeéj
dwa punkta wynikie z przeciecia, i dsie-
li ja na dwie czesel rowne.

Gdyz linia (fig. 57 i 58) AB, Ila-
czaca punkta przeciecia, jest cigciwg
wspélog dla obu kél, przeto linia pro-
slupm]la, wystawiona z j¢éj srodka, mu-
si_ przejsé pucz srodki C 1 D tychie
két ‘(pod. 6 uw.). Lecz micdzy dwoma
punktami moina poprowadzié tylko j Je-
dna linig pws!q, wigc linia prosta, prze.
chodzgca przez srodki, jest prnslopa-
dla do c;quwl “epolmJ i dzieli ja na
dwie cze¢sci réwne.

-

PODANIE XIL

Twierdzenie.

Jeieli odleqtose srodkéw ‘;Jwtfcﬁ két .

Jjest mniejsza od summy ich promieni,
a promien wickszy Jest mmejs"A od sum-
my. pr omienia mnicjszeqo i odleg{oscz
srodkéw, natenczas rlwa th‘a puelnq
su; z sobg.

Widocznie Ze, aby uqugl dwoch Isol

przecigly si¢ z soba, powinien mieé miej-
see tréjkat CAD (fig. 57 i 58), a za-
tém potrzeba aby bylo CD < AC+AD,
i aby promien wigkszy AD<AC+CD.
Przelo skoro moZna narysowaé trgjkat
CAD, okre¢gi dwdch kél, opisane zc
Srodkéw C i D, przetng si¢ zsoby w
Jakichkolwick punktach A i B. ' .

e L T e T -
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PODANIE XIIL

Twierdzenie:

Jezeli odleglos¢ CD (fig. 59) srod-
kéw dwich két jest réwna summie ich
promnem te\ l CD, kota bedq wsgle~
dem s:cbfé lecznc/m “zewnelranie,

Kot l.')luc widocznie nie beda mia-
Ty zadhcgo punklu wspélnego précz A;
bo aby mialy drugi punkt wspéluy,
potrzeba aby odlcgluéé ich $rodkdw
byla mniejsza od summy promieni.

PODANIE X1V,
. Twierdzenie.
Jezeli odlegtosé CD (fig. 60) .irod-
kéw dwéeh két jest réwna rdinicy ich

promieni DA i AG, kota bedg stycsné-
mi wewnelrznie.

Widoczna jest rzecza, Ze kola takie
nie beda mialy zadnego punktu wspél-
nego précz A; bo aby mialy drugi
punkt wspélny,'polrzcba Zeby promien
wickszy AD byl moicjszy od summy
promienia mniejszego. CA ludleg{oacg
srodkéw CD (pod. 12), co miejsca nie ma.

Whniosek. Przelo jezeli dwa kola sq
styczne do sichie, badZz to zewngtrznie
bq.dz',wuwnqlrznic, srodki ich i punkt
zelknigeia lezg na jednéj linii prostéj.

Uwaga. Wszystkie'liola, majace §ro-
dki swoje nalinii prostéj CD (fig. 59 i
60), i przechodzace przez. punkt Aglsy
styczne do sichie, to jest: maja jeden
tylko - punkt wspélny A. . Lisia? AE
prostopadta do CD, wyprowadzen z
punkiu A, bedzie styezng do kél wszy-
sthich.
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Przypusémy . ze katy ACB i DCE
maja si¢ do siebie jak dwie liczby 7
ii4; albo, co jest to samo, zaloimy
ze kat M, bedacy ich wspélan miara,
miescl sig. w hacie ACB razy, 7, aw ka-
cie DCL razy 4. Poniewaj katy cza-
stkowe: ACsm, mCn, nCp it a, DCax,
xCy it d. sy sobie réwne, przefo i
lukiczgsthowe Am, mn, npi t. p., D, xy,
it d, takze sa sobie réwne (pod. 15);
azalém luk AB tak si¢ ma do DE jak
7 do 4. Widoczng jest rzeeza, Ze ro-
zumowanic bedzie toz samo, jeicli na
miejsce liezb 7 1 4 podstawimy jakie-
kolwick inne liczhy; praeto, jeieli sto-
sunek kaldw ACB, i DCE moze bydz

wyraZony w liczbach ealkowityeh, 1o

ki AB i DE mieé sie beda do siehie,

jak kqty.v‘.\CB, DCE.

Wwaga, Odwrotnie, jeieli luki AR,
DE-majq. sig 'do sichie jak liczhy ca-
Te;§ baty ACBiDGE wmieg sig beda do

siebie jak tez same liezby; i’ zAwsae
bedzic ACB :DCE =AB : DE; gdys je
zeli luki czasthowe Am, mn, i t. d,
D2, a2y, it d. beda sobie réwne, i
katy ezasthowe ACGm, mCn, it d.,
DCxy xCy, it. d. takicb¢da sobie ré-
wie. :

PODANIE XVIL
Twierdzenie.

Dwa katy ACB i ACD (fig. 63), ma-
jace si¢ do siebie w jakimkolwiek sto-
sunku, zaw§ze mied si¢ bedq do siebie
jak tuki AB, AD, zawarte migdzy ich
ramionami, i opisane s ich wierzchot-
kéw, jako ze srodkéw jednakowémi
promieniami.

Przypuéémy Ze kat mniejszy jest polo.
Zony nawigkszym. JeZeli twierdzenie nie
Jest prawdziwe, kat ACB tak si¢ ma do




—— OBE

kata ACD jak luk AB do laku wie-
kszego lub’ mniejszego od AD, przy-
pusémy. do Tuku wigkszego A0, to jest:
Kot ACB: kata ACD = Ik AB: 104 AO.
Wyobrazmy sobic Ze luk AB po-
dzielono na. ilekolwiek ezgéei réwnyeh,
z ktérych kaida jest mniejsza od DO,
wtakim razie przynajmniéj jeden punkt
podzialu padnie miqdz" punktami D i
O, niech tym punktem hedzie J; po-
prowadziwszy "CJ, tuki ABi AJ beda
sic mialy do sichie jak liczby cale, a
zalém podlug twierdzenia poprzedzaja-
cego bedzie:
Rat ACB : kata ACJ= 1ak AB :1uka AJ.
Poniewaz w tych dwéch propurcy:\cll
poprzedniki sa sobic réwne, przeto na.
stepniki ‘stanowia proporcye:
Eat ACD : xata ACJ =tk AQ : laky Al
Ppniewai tuk® AO  jest wickszy
od" fuku AJ przeto aby fa propor-

cya mogla mieé micjsce, a'tém samém

—u U h e

aby przypuszezenie bylo prawdziwe,
potrzeba zeby kat AGD byl wi¢kzy od
kata ACJ; lecz kat ACD jest mniejszy
od ACJ, przeto bydi nie moze aby
kat ACB mial si¢ do kata ACD, jak
si¢ ma fuk AB do luku wigkszego od
AD.

Droga podobnego rozumowania mo-
Znaby okazaé, Ze czwarly wyraz pro-
poreyi, zalozonéj w twierdzeniu, nie mo-
ze bydz mniejszy od AD; przeto moze
bydz nim tylko AD, i tém samém ma-
my proporeya:

Eat ACB: kata ACD=luk AB :1uku AD,

H niosek. “Poniewaz kal majacy swdj
wierzcholelk w drodku kola i tuk tego#
kola, zawarly pomi¢dzy ramionami ka-
ta, majg tak $cisty z soba zwiazek, ie
w miarg powi¢kszania lub zmniejsza-
nia si¢ jednego z nich w jakimkolwiek
stosunku, i drugi wtym Ze samym sto-

sunku powighsza sig lub zmniejsza;
!
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przeto jedng z tych wielkosei moina
wziadé za miarg drugicj, i tak za mia-
r¢ kata ACB zawsze braé bedziemy
uk AB. Lecz uwazaé naleZy aby lu.
ki brane za miary katéw, pordwnywa-
nych pomigdzy soba, byly opisane pro-
mieniami réwnémi; cosmy wsamnéj rze-
czy = zakladali we wszysthich wyidj
przytoczonych twierdzeniach.

Uwaga. Zdaje si¢, ze wladciwidj
byloby mierzyé wielkosci, wielkoseia-
mi jednakowego z niéwi rodzaju, i po-
dlug 1éj zasady wypadaloby odnosié
wszysthie katy do kata prostego: i tak,
wzigwszy kat presty za jednosé mie-
rzenia katéw, wszelki kat ostry wy-=
razi si¢ lieczby zawarty miedzy 0 i 1,
a wszelki kat rozwarty liczba zawarty
migdzy 1 i 2. Lecz ten sposib Wyra~
7ania katéw w uZycin nie jest najdo.
godniejszym i znaleziono je daleko pro-
Sciéj wyrazaé katy lukami kota; gdyZ
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Yatwo nakresli¢ tuk réwny lukowi da-
nemu i dla wicla innych przyezyn.
Zreszty, chociaZ droga mierzenia ka-
6w lukami nie zdaje sie byds w pe-
wnym wzgledzie prosta, jednak Yatwo
Jjest przejéé od téj miary, do miary ka-
téw prostéj i bezwglednéj; gdyz z po-
réwnania Yuku, mierzqcego kat dany,
z czwarly czedeia okregu kola, otrzy-
mamy stosunek tegoZ katado kata pro-
stego, alo jest miarg kata bezwzgledua.

Uwaga 2. Wszystko co dowiedzio-
no w trzech ostatnich podaniach oslo-
sunkach katéw do Tukéw, stosuje
si¢ i do wycinkéw poréwnywanych z
fukami; gdyZ wyeinki sy sobie réwne,
Kiedy ich katy sa sobie réwne, i w ogélno-
Sei one sy proporeyonalne katom; prze-
to dwa wycinki ACB i ACD (fig. 63),
Jednego kota lub dwéch kit rownych,
majq sig do siebie jak tuki AB i AD,
bedqgce ok podstawami,




Ztad widzimy Ze luki kola, Kktére
sluza za miarg katéw, moga takze bydz
uiyte do mierzenia wycinkéw jednego
kola lub kol rownych.

PODANIE XVIL

Twierdzenie,

Miara kqta wpisanego BAD (fig. 64
i 65) jest potowa tuku BD, zawartego
migdzy jego ramionami.

Przypuéémy na 194 Ze srodek kola

znajduje sie mi¢dzy ramionami kata

BAD (fig. 64); poprowadZmy srednice
AE i promienie CB i CD. Kat BCE,
bedac zewnelrznym wzgledem tedjlgta
ABC, jest réwny summie jego kaléw
wewnetrznych CAB iABC(pod. 19 wn.6
ks. I); poniewaZ zas trdjkat BAG jest ré-
wnoramienny, przelo kat CAB=ABC,
i (ém samém kat BCE jest dwa razy
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wigkszy od kata BAC. Kat BCE, kté-
rego’ wierzcholek jest w srodku, ma za
miare fuk BE, przeto miara kata BAC
Jest pélowa luku BE. Drogy takiego
Samego rozumowania znajdziemy, Ze
miarg kata CAD jest pélowa luku ED;

a zatém summa katéw BAC i CAD,
czyli kat BAD ma za miar¢ pélowe
summy fukéw BE i ED, czyliﬂpélowq
tuka BD.

Przypusémy po 2re, Ze {rodek kola
C (fig. 65) znajduje si¢ zewnalrz kata
BAD; poprowadziwszy srednicg AL,
miarg kata. BAE bedzie pélowa luku
BE, i miara kata DAE pét tuku DE;
a zatém miary roZnicy tych dwdch ka-
tow, t. j. kata BAD, bedzie pélowa
tuku BE zmnicjszona polqu luku DE,
czyli pol luku BD.

Wige miary wszelkiego kata wpisa-
nego w kolo jest pélowa luku, zawar-

tego migdzy jego ramionami.o.




W niosek 1. Wszysthie Katy BAC,
BDC i t. d. (fig: 66), wpisane w. je-
-den odcinek sa sobie réwne; gdyz wspgl.

na ich miarg jest polowa luku BOC; °

II. Wszelki Lat BAD (fig. 67), wpi-
sany wpolkole jest prosty; gdyz miary
jego' jest pélowa pd{()k“‘-gu BO[), % j.
czwarla cz¢sé okrggu kola,

Aby to dowies innym sposobem, po-

jprowadimy promien AC; tréjkat BAC

est réwnoramienny, przeto kyt BAC=
ABC; tréjkat CAD takie réwnoramien-
ny, a zatém kat CAD=ADC wjec
BAC -+ CAD, czyli BAD=ABD+ADB.
Leez jeieli w trdjkacie summa dwéch
kqtéw Bi D jest réwna tezeciemu BAD,
asumma wszysikich trzech katéw czy-
ni dwa kaly proste, kat B\I)J?st l“{.
tem prostym,

IIL Wszelki kat BAC (fig, 66) Wpi-
sany wodcinek wigkszy od pilkola, jest
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ostry; gdyz ma za miarg pélowe tuku
BOC mniejszego od pélokregu.

I kazdy kat BOC, wpisany w odci-
nek mniejszy od pétkola, jest rozwar-
ty, bo ma za miarg¢ pélowe taku BAC
wigkszego od pélokregu.

IV. W czworokacie wpisanym ABCD
(fig. 68) dwa katy przeciwlegle A i
C, razem wzigte, stanowia dwa Katy
proste; gdyz kat BAD ma za miare
pol fuku BCD, i miarg kata BCD jest
pot Tuku BAD; wi¢e miara summy ka-
6w BAD i BCD' jest pol okregu, aza-
[ém oba stanowig dwa katy proste.

PODANIE XIX.

Twierdzenie.

Miarq kqta BAC (fig. 69) zawar-
tego migdzy cigeiwg i stycing, przecho-
dzqeq przes kidm yhkolwiek koniec cigeiw
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jest potowa fuku AMDC podpartego
przez cigciwe.

Przez punkt A zetknigcia slycznéj z
okregiem poprowadzmy srednice AD,
kat BAD jest prosty (pod. 9), i ma za
miar¢ pélowe pélokregu AMD, miarg
zas kata DAC jest pélowa Juka DC
(pod. 18); przeto miara BAD - DAC,
t. j. kata BAG jest pétowa tuku AMD
wigeéj polowa tuku DC, czyli pélowa
calego fuku AMDC.

Podobnie moina dowiesé, ie miara

kata CAE Jest polowa luku AC,

ZAGADNIENIA,

KTORYCII ROZWIAZANIE POLEGA NA WIA-
DOMOSCIACH OBJETYCH W DWOCH

PIERWSZYCH KSIEGACH.

ZAGADNIENIE I,

Dang linig prostq AB (fig. 70) po-
dzieli¢ na dwie czesei rowne.

Z koncow A i B, jako ze srodkdw,
promieniami réwnémi, lecz wickszémi
od pélowy AB, opiszmy luki, kiére
przetng sig z soba w punkceie D, a punkt
D bedzie si¢ znajdowal w jednakowdj
odleglodci od A i B; takim samym spo-

/




sobem ponizéj linii AB oznaczmy punkt
E; réwno oddalony od jéj Konedw, j
polaczmy punkt D z E linia prosty
DE; i powiadam, e linia AB bedzie
podzielona na dwie cz¢éci réwne y pun-
keie C, ktéry wynika z przecigcia sig
linii DE z AB.

Poniewaz punkla D i E s3 réwno
oddalone od kosicéw linii AR, przeto
one winny si¢ znajdowad na linij pro-
stopadléj do AB, z jéj srodka wysta-
wionéj; Ze zag pomigdzy dwéma pun-
ktami moina poprowadzié tylko Jedna
lini¢ prosta, wiec linia DE Jjest proslo-
padla do AB i dzieli ja na dwie czg-

r . »
SC1 rowne.

ZAGADNIENIE - 11.

Z punktu A (fig. 71), dane'_go na h-
nii AB; wystawi¢ prostopadty do téj-
Ze linvi. .

Obierzmy na danéj linii punkta B i
C réwno oddalone od A, iz tych pun-
ktdw, Jako ze srodkéw, promieniami ré-

wnémi, lecz wighszémi od BA, zakreslmg——.

A

Tuki, ktére sig¢ przetngw D, a linia

Yaczaca D z A, bedzie 2adang prosto-

padla.

do BC wyprowadzonéj z jéj srodka;
a zatém AD jest prostopadly Zadana.
Uwaga. 'T'o samo wykreslenie stu-
zy donarysowania kata prostego BAD,
przy punkeic A na linii danéj BG,

ZAGADNIENIE IIIL.

Z punktu A (fig. 72), danego nad li-
nig BD, spuseic prostopadly do téjie
linii,

Zi punktu A, jako ze srodka, opiszmy
promieniem dostateeznie wielkim luk,

ktéryby przecigl linip BD w dwdch

Punkt D, bedae rdwno oddaluny
od B i G, lezy na linii prostopadléfj.——z" 1

AN |
\ -~
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punktach B i D; nastepnie oznaczmy
punkt E, réwno oddalony od BiD,
a linia AE, Iaczaca punkta A i E be-
dzie 2adana prostopadia.

Linia AE dla tego jest prostopadia
do BD, Ze dwa punkta A i E, na ni€j
lezgce, sq réwno oddalone od kodedw

linii BD.

ZAGADNIENIE 1V.

Pyzy punkeie A (fig. 73), na linii AB
nakreslic kat, réwny kqtowi danemu K.

7 wierzcholka kata K, jako ze érod-
ka, upodobanym promieniem RJ, opisz-
my luk JL, Kkofczacy si¢ na ramio-
nach kata; .z punktu A takim samym
promicnicm:‘ opiszmy luk nicograniczo-
ny BO; z punktu B, jako ze srodka,
promieniem réwnym cigeivwie LJ opi-
szmy tuk, Kidryby si¢ przecigl z lu-
kiem nicograniczonym BO w punkcie

D, a golaczywszy D =z A linig prosty
AD, otrzymamy kat DAB rowny kato-
wi danemu K. Gdyz dwa luki BD i
LY, jako opisane promicniami réwné-
mi i podparte przez cigciwy réwne,
sa sobie réwne (pod. 4 ks. II), atém

sam¢m kat BAD —JRL.

ZAGADNIENIE V.

Podsielic kqt, Wb tuk dany na dwie
czeser rowne.
1) Aby luk dany AB (fig. 74) po-
dzieli¢ na dwie czeéci réwne, zakresl-
my z punktéw A i B, jako ze srodkdw,
promieniami réwnémi dwa laki, kté-
reby sig przeciely w D; przez D.i dro-

dek Kola € poprowadZmy lini¢ prosta
CD, a ta podzieli tuk AB na dwie czg-
Sei ‘réwne.

Raidy z dwéch punktéw C i D jest

rowno oddalony od koncéw 41\0i B cig-
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ciwy AB, przeto linia CD jest pro-
stopadla do téj cigciwy i przechodzi
przez jéj Srodek; poniewaz linia CD,
jest to samo co promien prostopadty
do cigciwy AB (pod. 6 ks. II), przeto
ona dzieli luk AB w punkcie I¥ na
dwie czgsci réwne,

2) Aby podzieli¢ kat ACB na dwie

cz¢sci rowne, potrzeba z wierzeholka

jego G, jako ze srodka, opisaé jakim-
kolwick promieniem lak AB, i peste-
pujqc daléj jak wyidj, znajduemy li-
nig CD, kiéra podzieli kat ACB na
dwie cze¢sci réwne,

Uwaga. Zapomocy takiego samego
wykréslenia, moina kazda pulong AE
i EB podziclié ha dwie czedci rowne
i postepujac du]cJ moZna bedzie Iul\
lub kit dany podzielié na 4 8, 16,
32 ik d. czgsci réwnych,

A 1] s

ZAGADNIENIE VI

Prses punkt dany A (fig. 75) popro-
wadzi¢ Jinig. 1ownole"'lq do linii da-
néy BC. :

Z, punktu A, Jnl.o ze slodka, promle-

‘niem dostatecznie wielkim opiszmy tuk

nicograniczony B 0; z punktu E, jako
ze Srodka, Opnuny takim samym pro-
mieniem Tuk AF, ‘wezmy ED=AF, a
linia \l) Taczgca punkt A 2 D, bgdzne
zadana réwnolegla,

Polyezywszy punkt A 2 E linig prosta
AE, bedy liqu naprzemmn]egh AEF i
Al) sobie réwne; a zalém linje AD;

- EF s3 réwnolegle (pod, 24 ks. T).

ZAGADNIENIE VII,

Majqe dane dwa katy A i B (fig.
16) tréjkgta, znalese kat jego trzeci.

~
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Poprowadziwszy lini¢ nieograniczo-
ng DEF, i nakresliwszy’ przy E kat
DEC=A i kat CEH=B, pozoslaly kat
HEF bedzie katem szu!\anym gdyz
te lrzy l\qu razem wzigle czy nig sum-
me, réwng dwém katom prostym.

ZAGADNIENIE VIIL

Majge wiadome dwa boki B i C (fig.
77) 1 kqt pomiedzy niemi :att"a)'ly A,
nakreslic tréjkat,

Poprowadziwszy linig meogrnmczo-
ny DE, nakresliwszy na nuJ, przy
punlcie du\vulu)m D, kat K Dl\ réwny

katowi dantmu A, i wzigwszy DG =
Bi DH=C, poprowadzmy GH, a otrzy-
mamy tréjkat DGH zadany.

ZAGADNIENIE 1X.

Nakréslic trojkqt, majge dany bok
jego i dwa katy.
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Albo oba katy dane beda przyle-
gtémi bokowi, albo jeden bedzie przy-
leglym a drugi naprzeciw niego leig-
cym; w drugim przyp'adku znalazlszy
kat'trzeci (zag. 7), bedy wiadome dwa
katy majace ledeé przy boka danym.
To zaloiywszy, poprowadzmy linig
prosta DE (fig. 78) réwng bokowi da=
pemu, i na niéj przy punkcie D na-
kréslmy kat EDF réwny jednemu, a
przy punkecie I kat DEG réwny dru-
giemu katowi majacemu lezéé przy DE;
dwie linie DF i EG przetng si¢ zsoba
w punkeie H i dadzg tréjkat zgdany
DEH.

ZAGADKIENIE X

Nakrésli¢ tréjkqt, majqe wiadome
tray boki jego A, B i C (fig. 79).

Poprowadzmy DE=A; z punkiu E,
jako ze srodka, promieniem, réwnym
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bokowi drugiemu B, opiszmy luk, z
punktu D jako ze srodka promieniem,
réwnym bokowi trzeciemu C, opiszmy
tuk, ktéry przetnie si¢ ztamtym wpun.
keie IY; poprowadziwszy DF i EF,
tréjkat DEE bedzie zadany. ‘
Uwaga. Jeieliby jeden z danych bo-
kéw byl wickszym od summy dwdch

innych, natenczas Tuki nie przecigtyby -

si¢ zsobg i zagadnienie bytoby niepo-
dobne do  rozwigzania; zawsze za§
moina bedzie rozwiagzaé to zagadnie-
nie, jeieli tylko summa dwéch ktorych-

kolwick bokéw danych jest wicksza od
trzeciego. :

ZAGADNIENIE XI,

Nakréstic trd ykat, majec dane dwa
boki A i B i kgt C preecivlegly boko-
wi B.

Mogq si¢ zdarzyé dwa przypadki :

1) Jezeli kat C {(fig. 80) jest pro-
sty lub rozwarty, nakréslmy kat EDFR
=C, odetnijmy, DE=A i z punktu E,
Jako ze $rodka, promieniem réwnym
drugiemu bokowi B, opiszmy . Iuk,
kidry si¢ przetnie zliniag DF w punkcie
F; polaezywszy F z E liiiig EF, olrzy-
mamy tréjkat zadany DEF,

W tymprzypadku potrzeba, aby bok
B byl wigkszy od hokn A; kat bowiem
C, jako prosty, lub rozwarly, jest naj-
wickszy pomiedzy katami tréjkata, a
zalém i bok jemu przeciwlegly powi-
nien bydz najwigkszy.

2) Jeieli kat 'C (fig. 81) jest ostry,
abok B jest wigkszy od H, zapomocy
podobnego wylcréélenia,znajdziem’ troj-
kat DEP Zqdany.

Jeleli zas kat C (fig. 82) jest oslry
a bok B jest mniejszy od A, natepezas
Tuk opisany ‘z punktn B, jako ze évod-
ka, promieniom EF=B, przetoie si¢ z




linia DF w dwéch punklach FigG,
polozonych z jednéj strony punktu D,
2 zatém otrzymemy dwa tréjkaty DER

i DEG, ktore odpo“mdajq na zaga-
dnienie.

Vwaga. Zagadnienie byloby niepo-
dobne do rozwigzania, jeieliby bok B
byl mniejszy od prostopadiéj spusz-
czonéj z punktu E na lini¢ DF.

ZAGADNIENIE XIIL

Nakréslic réwnolegtobok (fig. 83)
majqc wiadome dwa jego boki prry
sobie. leigece AL B ¢ lcqt (,, pr:.es nie
ufworszony,

Poprowadimy lmu; DE =4\, przy
punkcxe D nakreslmy kit FDE =(C
odetnijmy DF=B; opisawszy dwa !u-
ki, jeden ze srodka F' promieniem FG
=DE, a drugi ze srodka E promieniem

EG=DF, i punkt G, w ktérym te Ju-

ki przetng si¢ z soba, potaezywsey z I'i
E liniami FG i EG, otrzymamy ré-
wnoleglobok zadany DEFG. Gdy% po-
dlug wykreslenia boki przeciwlegle sa
sobie réwne, przelo czworokat jest
réwnoleglobokiem (pod.30 ks. T); nad-
to w sklad tego réwnolegloboku weho-
dza boki i kat dany.

W niosek. Jeicli kat dany jest pro-
sty, figura bedzie prostokgtem; jezeli
padlo boki dane sq sobie réwne, otrzy-
mamy kwadrat. :

ZAGADNIENIE - XIIL

Znalésé srodek kola, lub tuku da-
nego.

Obrawszy na okregu trzy punkfa
dowolne A, B iC i polaezywszy je li-
niami prostémi AB i BC, podzielmy
kazda znich na dwie cze¢dei réwne, i
ze Srodkéw tych linij wystawmy do nich




R e e

—ree—

118

prostopadle DE i FG, ktére Przetny
si¢ 2 sobg w punkcie szukanym 0.
Uwaga. To? same wykreslenie sly.
zy do poprowadzenia przez dane trzy
punkta A, B C okregu kola i do opi-
sania kola na danym tréjlacie ABC.

ZAGADNIENIE X]v.

Przes punkt dany poprowadsic’ sty.
csng do kota.

Jezeli punkt dany A (fig. 85) jest
na okregu, poprowadzmy prostopadia
AD do promienia CA, a AD bedazie sty-
ezny Zadang (pod. 9 ks. 1.

Jeieli punkt A (fig, §G) dany za -
kregiem ,. polaczmy go ze srodkiem
danego kola C linia prosta AC; po-
dzielmy linig AC na dwie czesci rg-
wne w punkcie O, i z punkin 0, jako
ze srodka, promieniem OC opiszmy 0=
krag, ktéry z okregiem danym przetnie

sie w punkcie B; linia AB, Iczaca
punkt B z A, hedzie styezng Zadang,
Gdyz kat CRA, Jjako wpisany w pél-
Kole, jest prosty (pod. 18 ks, II), a za-
tém linia AB Jest prostopadla dg pro-:
mienja i przechodzi przez jego koniec,
atém samém Jest styezna z kolem.,
Uwaga. Przez punkt A dany za ko-
Tem, zawsze moina poprowadzié dwie
stycane AB i AD réwne sobie; bo trdj-
katy prostokatne CBA i CDA, majgc
przecinros(okqlnq wspolng i bok CB
=CD; sy sdbje réwne (pod. 18 ks, I);
przeto AD=ARB i kgt \CAD = CAB.

hY )

ZAGADNIENIE Xy,

7V dany lro’jkth ABC wpisac koo
(fig. 87). :

Podziclmy kaly A i B na dwie czg-
Sei réwne liniami prostémi AO i Bo,
Ktgre sig zejda w punkeie O; z punklu




O spusémy prostopadie 0D, OE, OF
na boki tréjkata, powiadam ze te trzy
‘prostopadie sa sobie rowne; gdyz po-
dlug wykreslenia, kat DAO =0AF i
kat prosty ADO = AFO, przeto kat
tezeci AOD = AOF; wige dwa tréjka-
ty AOD i AOF majac bok AO wspol-
ny i po dwakaty, przylegle temu bo-
kowi, odpowiednio réwne, sy sobie ré-
wne; azatém DO=O0F, Podobnie mo-
inaby okazaé ie tréjkaty BOD i BOE
sq sobie réwne, atém samém Ze OD=
OF; wige trzy prostopadle OD, OE i
OF sa sobie. réwne.

Jedeli wige z punkta O, jako ze srod-
‘ka, promieniem OD  opiszemy okrag
kola, widocznie on bedzie wpisany w
tréjkat ABC; gdyZ bok AB, bedac
prostopadly do promienia i przecho-
dzge przez Koniee jego jest stycznyw
z okregiem; toz samo ma miejsce zbo-

kami BC i AC.

Uwaga. Trzy livie, dzielace katy
trojkata na dwie czgsci rdwne, schodza
si¢ w jednym punkcie.

ZAGADNIENIE XVI.

Na danéj linii prostéj AB (fig. 88 i
89) opisac taki odcinek, aby kaidy kqt
w niego wpisany, byt réwny kaqtowi da-
nemu C,

Przedluimy AB ku D, i przy pun-
keie B nakreslmy kat DBE=C, po-
prowadimy linig BO prostopadly do
BE i ze $rodka linii AB wystawmy li-
ni¢ GO do niéj prostopadla, ktéra z
linia BO przetnie si¢ w punkcie O;
z punklu O, jako ze $rodka, promie-
niem OB opiszmy kolo, a odcinkiem
zadanym bgdzie AMB.

Poniewaz licia BF jest prosfopadla
}10 promienia OB i przechodzi przez
konice jego, przeto jest styczng, a kat

11




ABF ma za miar¢ polowe luku ARB
(pod. 19 ks. II); nadto kat AMB, ja-
ko wpisany, ma takZe za miarg pélowe
tuku AKB, wi¢c kat AMB =ABF =
EBD = C; przeto wszystkie Laty wpi-
sane w odcinek AMB sg rdwne kato-
wi danemu C.

Uwaga. Gdyby kat dany byl pro-
sty, natenczas szukany odcinek bylby
potkolem, opisaném na Srednicy AB.

ZAGADNIENIE XVIL

Zinales¢ stosunek liczebny pomiedzy
dwiema liniami prestemi AB i CD (fig.
90), majqcemi wspilng miare.

Przeniesmy lini¢ €D na linig wick-
sza AB i przypusémy Ze w niéj sig
miesci dwa razy zreszty BE,

Reszte BE przenieSmy na lini¢ CD
i przypusémy Ze miesci sig w niéj raz
jeden zreszty DF.

Przenieémy reszt¢ druga DI na pier-.
wszg BE, i dajmy fe si¢ w niéj miesei
raz jeden zreszty BG.

Przeniesmy trzecia reszt¢ BG na dru-
ga DI tyle razy, ile razy si¢ w niéj
miesci.

I tak daléj postepujmy dopéty, do-
poki nie dojdziemy do reszty, ktora be-
dzie si¢ zupelnie mieécila pewna liczbe
razy w reszcie poprzedzajacéj.

Ostatnia reszta bedzie wspélng mia-
rq linij danych, uwaiajac zas ja za
jednodé, tatwo znalezé wartosci (wy-
razone w téj jednogei) reszt poprzedza.
jaeyeh i nakoniee linij danych, zkad
wyprowadzi si¢ stosunek liczebny tych-
Ze linij. '

Naprzyklad, przypudciwszy Ze BG
miesei sig w FD razy dwa bez reszty,
wspdlng miara linij danych bedzie BG.
Niech bedzie BG= 1, przeto FD =2;
lecz EB=FD4BG, wige EB=3; CD=




3. FD, wicze D —5; uakoniec AB
miesci w sobie CD dwa razy i EB,
wice AB=13; przeto stosunek linij AB
i CD jest réwny stosunkowi liczh 13
i 5. Wazigwszy lini¢. CD za jednosé,
linia AB bylaby '3, awziawszy AB za
jednoéé linia CD bylaby %.

Uwaga. Ten sposib wynajdywania
wspolnéj miary dwdch linij jest taki,
jaki daje arytmetyka na znalezienie
wspélnego dzielnika dwéch liezb; a tém
samém on nie polrzcbuje oddzielnego
dowodzenia.

Moze si¢ zdarzy¢ e posunawszy naj-
daléj dzialanie, nigdy nie dojdziemy
do reszty, ktéraby si¢ zupelnie miedci-
Ya w reszcie poprzedzajdcéj. Natenezas
dwic linie dane nie maja wspélnéj mia-
ry i nazywaja si¢ niewspétmiernems;
przyklad takich linij napolkamy poini€j
na przekatnéj i boku kwadratu. W ta-
kim wige przypadku nie moina znalesé

\

scistego slosunku liczebnego; lecz nies
zwazajac na oslatnig reszle, znajdziemy
stosunek mniéj lub bardziéj przyblis
Zony, wmiarg tegoi jak dzialanie mni¢j

“lub bardzi¢j daleko posunglismy. 7

ZAGADNIENIE XVHT, »

» " .0 Hrolig AT

Majge dane dwa katy Ai B (fig, 1)
snalesé ich wspdlng miare, Jezeli one
majq takowq, i ztqd stosunek ich wlis
czbach.

Promieniami réwnémi z wierzeholkdw
Lkatow opiszmy tuki CD, EF, ktére mierzy
katy A iB; ztukami CD i EF tak poste-
pujmy, jak w zagadnieniu poprzedzaja-
cém postepowalismy z liniami prostemi;
gdyzluk jeden mofe bydZ przeniesiony
natuk drugi jednakowego znim promie-
nia, podobnie jak linia prosta na druga
lini¢ prosta. Takim sposobem dojdzie-
my do wspélnéj miary lukéw Cp i

11~
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EF, jeieli one maja takowa, i do sto-
sunku ich liczebnegou;'ten zas stosnnek
iést stosunkiem pomiedzy katami duné.
mi'(pod. 17 ks. II); ijezeli Tuk DO jest
wspélng miaratukéw CDi EF, kat DAO
bedzie wspélna miara kaléw A i B,

Uwaga. 'Takim sposobem moznaby
~naleéé wartosé beawzgledna kata, po-
rownywajac tuk, slafacy mu za mia-
r¢, z'calym ul:rqgieﬁ: kola; np. jeZeli
Iuk CD ma si¢ do okregu kola, jaksie
ma 3 do 25, kat A bedzie 25 cztérech
katéw prostych, ezyli 12 kata prostego.

Moze si¢ zdarzy¢ Ze luki poréwny-
wane nie maja wspélnéj miary; w fa-
kim przypadku ofrzymamy stosunek li.
czeby Katdw moiéj lub wigeéj przy-
blizony w miarg tego, jak daleko dyia.
fanie posunigto.

SRR A

mIRZEA ERIBETN

O PROPORCYONALNOSCI FIGUR.
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Opisania.

L Pigury, ktérych powierzchnie s
sobie réwne nazywajg si¢ réwnowa-
Znemi,

Dwie figury réine co do ksztaltu

moga bydz réwnowaine; np. kolo mo-
z kwadratem ,
réjlatem, prostokatem i t. d.
Nazwisko figwr réwnych bedzie za-
chowane dla tych figur, ktére poprzy-
Todeniu przystaja do sichie we wszy-
sthich punktach; takiemi sq: dwa kola

- ” r »
i¢ bydz rdwnowaine
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opisane réwnémi promieniami, dwa

tréjkaty. majace po trzy boki odpo-

wiednio réwne i f. d. ‘

2. Dwie figury majace katy odpo-
wiednio réwne i boki odpowiednie pro-
porcyonalne s sobie podobne. Boka-
mi 6dpowicdnie'mi nazywaj.] sie boki
jednakowo poloZone w obu figurach,
albo boki lezace przy katach réwnych,
Takie za§ Kaly nazywaja si¢ kqlami
odpowiedniémi.

Dwie figury réwne zawsze s3 sobie
podobne; lecz dwie figury podobne
moga bydz nierdwne.

3. W dwéch kotach réinych, #uka-
mi podobneémi, wycinkami podobnémi,
odcinkami podobnémi nazywaja si¢ lu-
ki, wycioki, odcinki edpowiadajyce ky-
tofa réwnym, majacym SWwoje wierz-
cholki w $rodkach tychie kél.

I tak jt‘i(‘li kqt A (ﬁg. gg)jcsl réwny
katowi O, fuk BC Ledzie podobny luko-

—E 00 =

wiyDE, wycinek ABC podobny wycin.
kowi ODE i t. d.

4. Wysokoscig réwnolegloboku jest
prostopadia EF, mierzaca odleglosé
dyvéch jego bokéw przeciwleglych, wzig-
tych za podstawy (fig.93).

0) Wysokoseig tréjkata jest prosto-
padia AD (fig. 94), spuszczona z wierz -
cholka Kktéregokolwiek kata A na bhok
Jemu przeciwlegly BC, wzigty za pod-
stawe.

6. Wysokoscig trapeza jest prosto-
padla EF (fig. 95); poprowadzona do
dwéch jego bokéw AB i CD réwno-
legtych.

NB. Dla zrozumienia t¢j ksiegi nalezy mie¢

* obecpy w pamigei teorya proporeyj, po klorag

odsylamy do zwyczajnych wykladow arytme-
tyki lub algebry. Zrobimy tylko uwage, kto-
ra jest wazna dla nalezytego rozumienia pro-
POTCYj i dla ulatwienia pojecia bydé to wy-
razen, badZ dowodzen.
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Wiémy ze w kazdéj proporcyi A:.B =F:D’
iloczyn wyrazow skrajnych .A X D jest rowny
ilOCZ}'llQWi wyraz()w srednich BXC, ;

Ta prawda jest niczaprzcczonq. dla ll(.:zb;
leez taky jest i dla” wielkosci jaklchkolwnck.,
byleby one byly oznaczone liczbami, lub tez
byleby wyobraiano sobie ie one s'q't'ak “.,'y-:
raione, €O Zawszeé INOZDA - PrZypuscic. Jereli
np. A, B, C, D sg linie, mozna wyobrazi¢ so-
bie ze jedna z tych linij, albo €z jaka pigta,
bedaca wspolng miarg wszystkich, jest wzigta
za jednosé; natenczas Kaida z linij A, B, C,'D
przedstawia pewng liczbe jednosci c.alkow’ltq
lub ulamkowy, wspéimierng lub niewspol-
nﬁcrnq, i proporcya migdzy liniami A, B, G,
D staje si¢ proporcyg migdzy liczbami,

Iloczyn zlinij A i D, ktéry nazywa sig tak-
ze prostokgtem z tych linij, oznacza liczbe
Jednosci podluinych zawartych w A, pomio-
zong przez liczbe jednosci podlnfnych zuyvnr-:

tych 'w B; pojmujemy ie fen nlt_)czyu jest i
powinien bydéz réwny iloczynowi wypadajg-

cemu z pomnoienia linij B i € przez sichie. .

Dwie wielkosci A i B mogy bydi jednego

gatuoku, np. liniami, a dwie drugie wiclko=+

~$cl € i"D innego gatunku np. powierzchnia-

mi; natenczas nalezy uwaza¢ te wielkodci ja~
ko liczby. A i B bedg wyrazone w jednosciach

- podtuinych, a Ci D w jednosciach powierzchni,

i iloczyny AXD i BXC beda liczbami.

W ogélnosci we  wszystkich dzialaniach,
ktore odbywamy z proporcyami, nalezy u—
wazaé wyrazy proporeyi za liczby, z ktorych
kaidy ma bydZ wlasciwego jemu gatunku; w
takim razie nie bedziemy mieli zadnéj” tru-
dnosci w pojeciu dzialai i wypadkow, jakie
z13d wynikajj.

Winnismy takze uprzedzi¢ ie wiele dowo-
dzen, przez nas uzywanych, opiera si¢ na
viektérych prawdach najprostszych, wzigtych
z algebry, Ktére znowu zasadzaja si¢ na pe-
wnikach: wiadomych: i tak, majge A=B+
C, jeieli kazda strong pomnoiymy przez
M; bedzie A X M=B X M 4 C X M; podo-
boie jeicii mamy A=xB+G i D=E—C, do-
dawszy te ilosci do sicbie i w summie dru-
giléj opusciwszy + C i — C, kldre niszezg sig
Wzajemnie, otrzymamy A+D=B+E it. d.
Wiszystko to jest samo przez si¢ ‘widoczne,
lecz w razie trudnosci nalezy poradzié si¢




dziel algebry i laczy¢ takim sposobem wucze-
nie si¢ dwoch nauk.

PODANIE L
T'wierdzenie.

Dwa réwnolegtoboki, majqce podsta-
wy i wysokos’ci rdéwne, $q sobie rdwno-
wasne.

Niech bedzie (fig. 96) AB podstawa
wspolngdwich rdwuuleglobol;dw:\l&él)
i ABEF, ktére majac jednakows wy-
sokosé beda mialy podstawy gérne
DC i EF na jednéj linii rownolegléy
do AB. Z wlasnosci rownoleglobokéw
mamy AD = BC i AF= BE; dla tejze
przyczyny jest DG = AB i FE =AB,
a ém samém DC=FE; wi¢e odja-

wszy od linii DE raz DC i drugi raz FE,
otrzymamy reszty CE i DF réwne sobie.

Ztad wynika ze tréjkaty DAFL CBD
sa réwnoboczne, a lém samém réwne

sobie.
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Jeleli od czworokata ABED odej-
miemy tréjlat ADF, pozostanie réwno-
legtobok ABEF; odjawszy zas od te-
goZ czworokata tréjkat CBE, pozosta~
nie réwnoleglobok ABCD; wice dwa

rownolegloboki ABCD i ABEF, ma-

Jace podstawy i wysokosci réwne, sa

réwnowaine.

Fniosek. Rownoleglobok (fig. 97)
ABCD jest réwnowainy prostokatowi
ABEF, majjcemu z nim jednakowa
podstawe i wysokosé.

PODANIE Il
Twierdzenie.

Wsselki tréjkqt ABC (fig.” 98) jest pé-
towq réwnolegloboku ABCD, majqcego
s nim jednakowg podstawe i wysokosé.

(.}dyi dwa trdjkaty ABC i ACD. sa
sobie réwne (pod. 28 ks, I).

12
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FV niosek 1., Trojkat AB.C jest p.(;-
Yowa prostukqta BCEF, .ma‘]qceg(t'zmm
wspélng podstawe BC l.wysok'osc AO;
gdyz prostokat BCEE jest rownowa.
zny z réwnaleglobokiem ABCD.

1I. . Wszystkie trdjkaly, majace poq-
stay i wysokodci réwne, sa zsoba ré-
wnowaZne.

PODANIE 1L

Twierdzenie.

Dwa prostokqty, majqce réwne wy-
sokosei, sg do siebie w stosunku swoich
podstaw.

Niech beda (fig. 99) ABCD i AEFD
dwa prostokaty, majace .ws;-)li!nq' wyso-
keosé AD, miwig, Ze one miec si¢ beda
do siebie jak ich podstawy.

Przypusémy vaprzéd, ze podslaw.y
AB i AE sa wspélmierne, i Ze maja

si¢ do siehie w stosunku liezb 7 j 4;
podzieliwszy AB na 7 czedci rownych,
AE bedzie miescita w sobie takich cze-
Sei &; wyprowadziwszy z kazdego pun-
ktu podziatu prostopadly do podsta.
WY, pierwszy prostokat zostanie podzie-
lony na 7 prostokatdw czastkowych
réwnych, a prostokat drugi na 4 takich
samych prostokatdw czgsthowych; a za-

tém prostokat ABCD tak sic ma do

prostokata ARKFD, jak 7 do 4, czyli jak
AB do AE. Toz samo rozumowanie
moinaby powlérzyé przy kaidym in-
nym stosunku podstaw; atém samém,
skoro podstawy sa wspélmierne, be.-
dzie:

ABCD : AEFD == AB : AL,

Przypusémy po 2¢, Ze podstawy AB

i AE (fig. 100) sq niewspélmierne, mé-
wi¢ Ze bedzie fakie:

ABCD : AEFD — AB:AE, |




Jeieli bowiem fa proporeya nie jest
prawdziwa, lrzy pierwsze J¢j wyraz.y
moga po;oslaé, lecz' wyraz czwarly !)(i“'l‘
nien bydz albo wigkszy, albo. mnicjszy
od AE. Przypusémy Ze po“m.len bydz
wigkszy, a w takim razie bedzie:

ABCD:AEFD:AB::}(:). :
Podzielmy linig AB [u.a CZQSCI‘ rowne,
teisze od EO, w takim razie przy-
::;mjniéj jeden punkt podzialu J przy-
padnie migdzy E i O; zpunklu J wy-
prowadzmy linie JK prostopadl'q d.o Al.
Podstawy AB i AJ beda \w'sl)o¥||1'|er:|c,
a tém samém, podhxg tego co juz do-
iedziono, bedzie:
‘“ed“(,)'\nB’Cl)q: AJED = AB: AJ,
yrzypuszezenia mamy,
o E\B(y‘}:) .AEFD == AB: AOQ;
poniewaZ poprzcdniki w.lycl.x propor-
cyach sa sobie réwne, wiec ich nasle*
pniki stanowia proporeyg:

AJRD :AEFD —AJ: AO.

g L | s

Poniewaz AO jest wigksze od AJ,
Wige, aby ta proporcya miala miejsce,
potrzeba Zeby prostokat AEFD byl
wigkszy od AJKD, e za$ on jest mniej.
szy, przelo proporcya Przypuszczona
nie moze mieé miejsca; atém samém nie
moze si¢ mie¢ ABCD do AEFD, jak
si¢c ma AB do linii wielkszéj od AE,

Podobniez moznaby okazaé Ze czwar-
ly wyraz proporcyi zaloZonéj nie mo-
ze bydZz mnicjszy od AE; a tém sam¢éin
on jest rowny AR,

A zalém, jakikolwick jest stosunek

. podstaw, dwa prostokaty ABCDi AEFD,

majace jednakowe wysokodei, majy sie

do siebie jak podstawy AB i AE;

PODANIE 1V,

Twierdzenie.

Dwa_prostokqty ABCD i AEGF ja.
kickolwiek (fig, 101) majg sic do sie-
12*
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bie jak ich podslau'y pomnozone prses
wys‘zkos'ci; i bedzie, ABCD:AEGF=AB
XAD : AE X AF.

Postawiwszy le dwa prostokaty Tnl;,
alij katy przy A byly wicrzcllo’llufut
stykajacémi sig, przediuzmy boki GE
i CD do spotkania siec z soba w I
Dwa prostokaty ABCD i AEHD, ma-
jqc-wspdlnq wysulioéé AD, maj'q sn‘q
do siebie jak ich podstawy AB‘I Alui
podobniez dwa prostokaly AEHD o
AFGE, majac wspélna wysokodé AL,
maja si¢ do sichie jak ich podstawy
AD i AF, azalém mamy:

ABCD: AEHD = AB:AE,
AEHD : ARGEF= AD : AF.

Pomnoiywszy przez sicl.si? wyrazy

odpowiednie tych proporeyj i wolrzy-

manéj propon)'i opuselwszy czynmk

AEHD, wspélay dla obu wyrazéw
pierwszege j€j stosunku, bedazie:

ABCD : AEGF = AB X AD : AE X AF.

Uwaga. Podlug tego za miar¢ po-
Wierzehni prostokata moZna wziadé ilo-
czyn z jego podstawy przez wysokos¢; ro-
zumiejge przez to iloczyn z dwéch liczb,
z ktérych jedna jest liczby jednodci
podluznych zawarlych w podstawie, a
druga liczby ftakich samych jednosci
zawartych w wysokosei.

Ta miara nie jest hezwgledna, lecz
slosunkowaq; przypuszezamy bhowiem Ze
podobniez obliczono powierzchnie inne-
go prostokata, mierzac podstawe i Wyso-
ko$¢ jego, zapomocy takiéj saméj jedno-
sci podluinéj; pomnolywszy przez sie-
bie dwie liczby z2tad wypadle, otrzy-
mamy drugi iloczyn, a stosunek dwdch
iloczyndw jest réwny stosunkowi pro-
stokaléw, stosownie dotwierdzenia po-
przedoio dowiedzionego,

Naprzyklad, jedeli podstawa pro-
stokata A zawiéra 3 jednogci a wyso-
kosé 10,' prostokat wyrazi sig iloczy-
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nem 3% 10, t. j. liczba 30; ta liczba
oddzielnie uwazana nic nie wyraza,
Lecz powierzchnia drugiego prostekala
B, ktorego podstawa zawiera 12 i wy-
soko$¢ 7 jednosci, wyrazi si¢ przez
12 7, czyli 84; ztad wniesiemy, Ze pro-
stokaty A i B maja si¢ do siebie, jak
30 do 84; jezeliby wig¢e zgodzono si¢
wzigéé prostokat A za jednodé mierze-
nia powierzchni, natenczas bezwzgle-
dna miara powierzchni prostokata B
bylaby réwna §§, to jest: on zawieral-
by w sobie §} Jednosei miar powierz-
chni takich jak A.

Ziwykle i to jest daleko proseiéj, bio-
ra za jednosé do mierzenia powierzchni
kwadrat, ktérego bok jest réwny jedno-
$ci miary podluinéj; natenczas mijara,
ktora uwaialiémy‘zn stosunkowy, staje
si¢ bezwzgledna; np. liczba 30, zapo-
mocq ktéréj mierzylismy prostokat A,
przedstawia 30 jednosci miar powierz-
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chni, albo 30 kwadratéw, gdzie bo-
kiem kaidego jeést jedno$é; fig. 102
przedstawia lo najwidoczniéj.

W geometryi czesto iloczyn dwéch
linij biora za prostokat z tychie linij;
to wyraZenie uzywassi¢ nawet w aryt-
melyce dla oznaczenia iloczynuz dwéch
liczb nierdwnych; podobnie uiywa sie
wyrazu kwadrgt, dla oznaczenia ilo-
czynu zliczby przez nia sama,

Kwadraty liczb 1, 2, 3 it. d. sq 1,
4, 9,it. d. I tak (fig. 103) widzimy
Ze kwadrat zlinii 2 razy wigkszéj od
dandj, jest & razy wigkszy od kwadra-
tu zlinii danéj; kwadrat zlinii 3 razy
wickszéj, jest wiekszy 9 razy i t. d.

PODANIE V.
Twierdzenie.

Powierzchnia jakiegokolwiek rdwno-

legtoboku jest réwna iloczynowi s jego
podstawy prses wysokosc.
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Gdyz rownoleglobok ABCD (fig:
97) jest réwnowainy z prostokatem
ABEF, majacym tez sama podstawe
AB i wysokosé BE (pod. 1); poniewaz
zag powierzchnia prostokata jest ré-
wna AB X BE (ped. 4) zatém i po-
wierzchnia réwnolegloboku, z nim ré-
wnowainego, jest réwna ABXBE.

Whiosek. Rdwnolegloboki majjce
rowne podstawy sa do siehie w stosun-
ku swoich wysokodci, amajace réwne
wysokosci maja si¢ jak podstawy; gdyz
Jeleli mamy trzy jakiekolwiek wielko-
sci A, B i C, zawsze bedzie A X C:
BXC=A:B.

PODANIE VL

Twierdzenie.

Powierschnia tréjkqta jest yowna
ilocsynowi s jego podstawy prsez pot
wysokosei,

‘Gdyz tréjkat ABC (fig. 104) jest
pélows réwnolegloboku ABCE, majs-
cego z nim jednakowa podstawe BC i -
wysokosé AD (pod. 2); Ze za¢ powierz-
chnia réwnolegloboku = BC XAD (pod.
5), przeto powierzchnia tréjkata ==

1BC.X AD, albo BG X1AD.

W niosek. Dwa trdjkaty, majace rd-
wne wysokosci, sa do siehie w stosun-
ku swoich pedstaw, a tréjkaty majace
rowne podstawy, maja sic do siebie

+ Jak wysokosci.

PODANIE VIIL
Tywierdzenie.

Popierschnia trapeza ABCD (Tig.
105) jest réwna jegp wysokosci EF,
pomnoionéy przes pitowe summy pod-
etaw réwnologlych AB i CI),
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Przer $rodek J boku CB, popre-
wadzmy lini¢ AL réwnolegla do bo-
ku przeciwleglego AD, i przedluimy
DC do spolkania si¢ z KL,

Trijkaty JBLiJCK maja bok JB=
JC zwykreslenia, kat LIB=CJK, i kat
JBL =JCK, bo linie CK i BL sa rd.
wnoleglte (pod. 24 ks. I); wiee te tedj-
katy sa sobie réwne (pod. 7 ks.I) itém
samém trapez ABCD jest réwnoyainy
z rownolegtobokiem ADKL, a tém sa-
mém jego powierzchnia =EFXAL,

Lecz mamy AL= DK, adla réwno-
sci trdjkatow JBL i KCJ, bok BL =
CK, wi¢ge AB + CD =AL + DR=2AL;
itak AL jest pélows suiomy podstaw
AB iCD; wi¢e nakoniec powierzchnia
trapeza ABCD jest réwna wysokosci
EF, pomnozonéj przez pélowe suminy
podstaw AB i CD, co da si¢ wyrazié

prrez: ABCD =EF X (ABtCD)°

Tw(x‘qa. Przez punkt J, lstdry jest
Srodkiem bokn CB, poprowadziwszy li-
nig JH réwnolegly do podstawy AB,
punkt H bedzie takze Srodkiem boku
AD; gdyi czworokaty AHJL ; DHJR,
majac boki przeciwne réwnolegle, sa
rownoleglobokami; azatém mamy HA
=JL i DH =JK, przeto i AH= DH,

Fatwo dostrzedz Ze linia HI=AL =

AB+CD

5—> A zatém powierzehni¢ trapeza

mozna wyrazi¢ przez EFXHJ, to jest:
powierschnia trapeza takze jest réwna
iloczynowi s wysokosei przez linig 4q-

- ezqeq srodki dwdeh bokéw nierdwno-

legtych.

PODANIE VIIL
Twierdzenie.
Podsieliwszy lini¢ AC (fig. 106) na

dwie cs¢sei AB i BC, kwadrat = caldj
13
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tinti AC bedzie miescit w sobie: kwa-
drat z czesei AB, kwadrat s drugiéy
esesei BC i dwa prostokaly s czesei

jednéj priez drugq; lo jest: XG2, albo -

(AB+BC)2=3B*TBC*+ 2.AB X BC.

Wystawmy kwadrat ACDE, odelnij-
my AF=AB, poprowadimy FG réwng-
legla do AC, i BH réwnolegly do AR,

Rwadrat ACDE podzielit si¢ na
& czgsci: pierwsza z nich ABJF jest
kwadratem z linii AB, gdyZ wzigto AR
=AB; cz¢éé druga JGDH jest kwadra.
tem zlinii BC, gdyi mamy AC=AFE i
AB=AF, além samém i réznica AC—
* AB jest réwna réinicy AE—AF, ¢zy-
li BC=EF; lecz dlaréwnoleglosci, JG
= BC i DG =EF, przeto czworokat
JGDH jest kwadratem z linii AB, Odja-
wszy te dwie czesei od catego kwadra-
tu, pozostang dwa prostokaty BCGJ i
EFJH, z kiérych kaidy ma z, miarg

e PR TR

L R *

AB X BG; przeto kwadrat z linii AC
LR

Uwaga. To podanie jest to samo,
€0 twierdzenie, dewodzone alge-
brze, o sktadzie kwadratu 2z dy

Yumianu,
to jest:

(atb)?==a2+h2+2,a,

PODANIE IX.

Twierdzenie.

4

Jeieli linia AC (fig. 107) jest réznicq
dwdch linij AB i BC, kwadrat wysta-
wiony na nié) bedsie réwny: kwadrato-
wi & ABy wieed) kwadratem 5 BC, mnidy
dwa rasy wziely prostokat wyslawio-
ny na liniach AB i BC; 1o jest: R(2,
czyli (AB—BC)2= 12+ 102 — 2ABX
BC.

“’yslawmy kwadrat ABJF, wezmy
AE=AC, poprowadzmy lini¢ CG ré- -
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wnolegla do BJ, HR réwnolégly do
AB i wystawmy kwadrat EFLK.

Razdy z prostokatdw CBJG i GLRKRD
ma za miarg AB X BC; jezeli je odej-
miemy od caléj figury ABJLREA, kté-
ra znaczy AB* +BC2, pozostanie kwadrat
ACDE; przceto i t. d.

Uwaga. 'To podanie sprowadza sie
do formuly algebraicznéj:

(a == b)2=a?+h?— 2ab.

PODANIE X.
Twierdzenie.

Prostokqt = summy przez réinice
dwdch linij jest réwny réinicy kwa-
dratow z tychie lini); t. j. (ABTBC)¥
(AB —BC)=AB2*— BC?, (fig. 108).

Na liniach ABi AC wystawmy Lkwa-
draty ABJF i ACDE, przedluimy AB
tak, aby przedluzenie BR bylo réwne
BC, i wystawmy prostokat AKLE.

Podstawa AR prostokata ARLE jest
réwna summie linij ABiBC, a jego wy-
sokos¢ AE jest réinica tychie samych
linij; przeto prostokat ARLE — (AB 4
BC) X (AB— BC). Lecz ten prostokat
sklada si¢ z dwdch czesci: ABHE i
BHLE, cz¢é¢ BHLRK jest réwna pro-
stokatowi EDGF, gdyi BH=DE i BK
=EF; wi¢gc AKLE = ARHE + EDGF,
Ze zad te dwie czeéei slanowia kwa-
dwat ABJF zmniejszony czworokatem
DHJG, ktéry jest kwadratem z linii

BC; przeto nakoniec (AB+BC) X (AB
—- BC) = AB2—B(3,

Uwaga. To twierdzenie Jest wysto-
Wieniem wzorn algebraicznego:

(a4-b)(a ==b)==a? —h2,




PODANIE XL
Twierdzenie.

WV tréjkacie prostokatnym kwadrat
z przeciwprostokgtnéj jest réwny sum-
mie kwadratéw, wystawionych na ra-
mionach kata prostego. W -

Niech bedzie (fig. 109) ABC troj.
kat prostokatny przy A, wystawiwszy
na kaidym boku jego kwadrat, z wierz-
cholka kata prostego spuéc’my prosto-
padla AD na przeciwprostokatna, i prze-
dlufmy ja do przeciccia si¢ z FG w
punkeie B, nastepnie poprowadZzmy
przekatne AF i CH.

Kat ABF sklada si¢ zkata ABC i ka.
ta prostego CBF, kat CBH sk¥adasiez

tegoz samego kata ABC i z kala prose-
go ABIH; przeto kat ABE=HRBC. Lecz
nadto AB =BH, jako boki jednego kwa-

dratu, i BF =BC dla t¢j saméj przy.
czyny; zalém trdjkaty ABFiHBC, ma-
Jac po kacie réwnym, utivorzonym przez
bolii odpewiednio réwne, sa sobie rd-
wne, i

Trijkat ABF jest pélowa prostoka-
ta DEFB, majacego znim wspélng pod-
stawg BE i jednakowa wysakos¢ BD
(pod. 2). Podobniez tréjkat HBC jest
pélowy kwadratu ABHL; gdyz, ponie.
waz katy BAC i BAL sa proste, linie
AC i AL stanowia jedna lini¢ prosta,
réwnolegly do HB; zatém trajkat HBC,
majac wspilna podstawe BH i wyso-
kos¢ AB z kwadratem ABHL, jest je-
go polowa, ‘

Juz (l_usw'ietllziqtlo, it (i'djkql. ABF jest
rowny (réjligtowi HBC; azatém pro-
slolcqt BDEF, ‘dwa rdzy wigkszy ‘od
tréjkata ABF, Jest rdwnowaihy zkwa-
dratem ABHI,, dwa razy wigkszym
od tréjkata HBC, Podobnie moZna do=-




wiesé Ze prostokat CDEG jest réwno-
wazny zkwadratem ACJR. Lecz dwa
prostokaty BDEF i CDEG stanowia
kwadrat BCGIY; przeto kwadrat BCGF,
wystawiony na przeciwprostoliqtnéj,jesf
réwny summie kwadra?éw' ABHL i
ACJE, wystawionych na ramionach ka-

ta prostego, czyli BC? —AB2 + 302,

W niosek 1. Wiee kwadrat z kitére-
gokolwiek ramienia kata prostego jest
réwny kwadratowi z przeciwprostokat-
néj, zmniejszonemu Kwadratem z dﬂ'l-
giego ramienia kata prestego; t. j. AR®
=BG*'—AC*.

11. Niech bedzie kwadrat ABCD
(fig. 118), i AC jego przekalna; ponie.
wai tréjkat ABC jest :g:ostokgiuy i
rdwnoramiém’lx,_t przeto ,\u'-',; AB? +
BC2 = 2.AB%, t. j. lcwadra(zprzekqhw’j
AG, jest dwa rasy wigkssy od kwadra-
{u z boku AB.

Te¢ wlasnosé kwadratu uczynimy wi.
doczng, poprowadziwszy przez punkta
A i C linie rownoleglte do BD i przez
punkia B i D linie réwnolegle do AC:
lakim sposobem ulworzy sig nowy kwa-
drat EFGH, ktéry bedzie kwadeatem
x2 AC. Widzimy Ze Lkwadrat EFGH
zawiera w sobie oém tréjkatow rownych
ABE, a kwadrat ABCD mjesci ich
tylko eztéry; przelo kwadrat EFGH
jest dwa razy wickszy od kwadratu
ABCD,

Poniewaz XG2: i52=92: I, przeto
Wyciqgnqwszy pierwiastki kwadratowe
z wyrazéw téj proporeyi bedzie, AC:
AB= V2:1; a zatém, przekgina kwa-
dratu i bok jego sq linie niewspdl-
mierne,

Obszerniéj to rozwiniemy na inném
miejscu,

HIL. Dowiedziono e kwadrat ABHL
jest l'(fwnuwu:iny z prostokgtem BDEF;




dla wspdlnéj wysokesei BJ, kwadrat
BCGF tak si¢ ma do prostokata BDEF,
jak podstawa BG do pedstawy BD; a
a zatém
~ BG2:iB2=BC:BD,
wige, kwadrat z przecﬁ;prostokqlne_'j tak
siec ma do kwadratu z ramienia kqla
prostego, jak sie ma przeciwprostokq-
tna do odcinka, przylegtego temus ra-
mieniowi, Odcinkiem nazywa si¢ kazda
z dwdch czesei, na ktére przeciwprosto-
katna zostala podzielona, przez prosto-
padla spuszezong na nig z wierzcholka
kata prostego; i tak: BD jest edcin.
kiem przyleglym ramieniowi AB, aDC
jest odcinkiem przyleglym ramieniowi
AC. Podobnie otrzymalibySmy:
BG2:AC*=RBC;CD.

LV. Prostokaty BDEF i DCCE, ma-
jac wspélng wysokosé DE, maja si¢ do
sicbie jak podstawy BD i CD: poniewaz

15

za$ te prostokaly sa réwnowazne zkwa-

dralami ABHL i ACJK, wiec bedzie:
© AB2:AG2=BD:DC.

Practo, kwadraty = ramion kata pro.

stego majq sie do siebie, Jak odeink:

praecuwprostokqinéy, praylegle tymze ra-

mionom.

PODANIE XIL

T wierdzenie.

¥ tréjkqeie ABC (fig. 110) kwa-
drat z boku AR, praeciwlegtego kgtowi
ostremu G, jest mniejszy od swnmy
kwadratéw z ramion tegod kqta; i je-
eli spuscimy prostopadty AD na BC,
réinica bedsie réwna dwa rasy wsig-
lqlrLu_p;-oslokqlowiBCxCD, i bedzie:

AB?=1C2+BC2 —2BC X CD.,

Tutaj bydz moga dwa przypadki:




1. Kiedy prostopadla znajduje si¢
wewnatrz tréjkata ABG, wiedy B'.I)—-:
BC—CD, azatém (pod.9) BD2=BC>
4 GD?—2.BCXCD. Dodajac do kai-
déj ztych ilosci AD? i uwalajac Ze tréj-
I-qty prostokatne ABD i ADC dajq
AD2+ BD2=AB2 i AD2+DG2=AC2,
bedzie ABZ = BC2+AC2—2.BCXCD

2. Jeieli prostopadla AD pada ze-
wnalrz tedjkata ABC, quzlc BD =
CD—BC, i zatém (pod.9) BD?=C l)‘+
BC* —2.(J)XBC. Dodajae do kazdéj
sirony AD? i postgpujac jak wyz¢j, otrzy-
lnamy

ABZ=TBC2+ AC*—2.BCYCD.

PODANIE XIIL

Twierdzenie.

-

W tréjkacie ABC (fig. 111), kwa-
drat s boku AB, przeciwlegtego kgtows

rozwariemu C, jest wigkszy od summy
kwadratéw s ramion kqta G, i'spuser-
wszy prostopadlg ‘AD na‘BC, réinica
bedzie réwna dwa rasy wrietemu pro-
Stokqtowi BCXCD, ¢ bedzie:
AB2=3C?+BC2+2.BCXCD.

. Prostopadta AD nie moZc upadé we-
wnqtez tréjlata; gdyz jeieliby ona praze-
sztanp. przez punkt E,trdjkat ACE mial.
by jeden kat prosty I i drugi rozwarty
(i, co bydZ nie moze (pod. 19 ks.T), aza-
Lém prostopadla pada zewnatrz i ma-
my BD=BC+ CD, zkqd wynika (pod.
8) BD2=BC2+ CD2+2.BCXCD. Do-

dajac do kazdéj strony AD? i spro-
wadziwszy wyrazenie . olrzymane  do
najprostszéj formy, podobnie jak w do-
wodzeniu, il“m dzenia popr zedzajycego,

otrzymamy [Au- =BC2+AC*+2.BCYX
CD.
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Uwaga., Tylko w tréjkacie prosto-
katnym summa kwadraléw z.dwéch je-
go bokéw jest réwna Lkwadratowi z bo-
ku trzeciego; gdyz, jezeli kat pomigs
dzy bokami zawarty jest ostry, summa
kwadratéw wystawionych na nieh jest
wigksza, jeieli za$ kat jest rozwarty,
summa kwadraléw z ramion jcgo jest
mniejsza od kwadrata z boku przeciw-
leglego.

POILLANIE XIV.

"Twierdzenie.

W jakimkolwiek tréjkaeie ABC (fig.
112), potgesywssy wierschotek jego =
srodkiem podstawy linig AE ) bed:ie
ABZ+ ACE=2.AE? 4 2.BE2,

Spusémy prostopadla AD na pod-
stawe BC, trijkat AEC (pod. 12y da:

AC*="AE*+EC?—2ECYED.

e PR St

Zitréjkgta ABE (pod. 13) olrzymamy:
AB*=AL?+ EB2+2 EBXED.
PO(.]awszy do siebie otrzymane wyra-
AZeum?_i_!_)amilgt;ajqc Ze EB= EG, qudzic:
AB*+AC? = 93T%y ofc2

Wniosek. Zatém, w kazdym réwnole-
gtoboku summa kwadratéw = bokdw
Jest réwna summie kw
katnych,

GdyZ przekatne AC ; BD (fig: 113)

(]"o F . P . .
zielg sig Wzajemnie na dwie

adratéw z prze-

L2 czesei
rowne w punkeie E (pod. 31 ks, I);
wige trojliat ABC daje:
AB+ BC?= o2 + o2
Podobniez tréjkat ADC daje:
AD?+DC2 £ 9XR2 | SDR2.
Dodajac strony odpowiednie tychwy.
razeni i pamigtajae ie BE =DE, bedzie:

ARZLETD 0 (S —_— —
AB™+BGC? AD24+DG2—4, AR +4. DEZ.




Zio za$ b AL jest kwadratem z 2 AE
czyli z AG; a 4 DE? jest li\vadrak.'m.‘z
2.DE czyli z2BD, przeto; Dot

04 KD2 4 DER =R 6D
AB? - BC*+AD=4DC"=AC*
. jo summa kwadraldw z bokéw rd-

wnolegloboku jest réwna sammie kwa-

draléw z jego przekatnych,

PODANIE XV.

T'wierdzenie.

Linia DE (fig. 114), réwnolegta do
podstawy trijhgta ABC, diieli jego
boki AB i AC na czesel prupm:cyonal—
ne, 1. j. AD: DB = AE:EC.

Polaczmy punkt B z E i D 7z (’]. li-
niami prostemi BIi i DC; 'dwa {rgjka-
ty BDE i DEC majq’“;spuln:q podsla‘:
we¢ DE, poniewaZ zas ich wierzcholki
Bi G leiana linii réwnolegtéj do pod-
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slawy, przeto maja wysokogé Wspdlna
153 sobie réwnowajne (pod. 2 wn, 2),

Tréjkaty ADE BDE, majac wspdl-
ny wierzeholek E, maja wspdlna wy-
sokosé, a tém samém ‘maja sie do sie-
bie jak ich podstawy AD i DB (pod.
6), t. j.

ADE: BDE=AD.Dg.

Tréjkaty ADE ; DEC, ktérych wspol-
nym wierzcholkiem Jest D, maja jedna-
kowa wysokos¢, i tém samém sq do sie-
bie w stosunku swoich podstaw AR ;
EC, 1o jest:

ADE:DEC:AE:EC.

Ze 22§ tréjkat BDE=DEC, wie.
te dwie proporcye, dla wspélnego sto-
sunku ADE . DEC, daja,

AD: DB =AE;RC,

W niosek 1, Z 1éj proporeyi wypada
AD +DB:DB — AE'f‘EC:EC, czyli
AB:DB = A(. EC, i takie AB: AD—
AC:AE,

14"
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II. Linie réwnolegle AC, El",. GH,
BD i t. d., przecinajge dwie jalifekol-
wick linie AB i CD, po‘dzielq. je-ma
czedei  proporcyonalne, i bedzie AE:
CF =EG:FH=GB=HD.

5 niech bedzie O punktem prze-
| : ciq(c:i(:y:i:llcinij .-\QB i CDi w tréjkacie
OEF, linia AC jest roy’noleg‘la ‘do
podstawy EF, a tém sam¢m 0[:,:,“«,,——__
OF : CF, albo OE :0F = ;\l‘: :‘(EI :
W tréjkacie OGH podobniez 01'.:‘13(.-:
OF:FH czyli OE: OF =EG :I“l[, ‘a
zatém, dla stosunku wspélnego ‘Olu:(")E‘,
te dwie proporeye daja AE: CF = ]',‘(; :
FH. Takim samym sposobem mozna
okaza¢ e EG: FH=GB:HD,i tali.da-
1¢j; a zatém linie ABi CD 53 l‘)od'fltl():
ne przez linie réwnolegle EF, GH, i
t. d. na czgsci proporcyoxm]nc.

“"PODANIE XYVI.
Twierdzenie.

Odwrotnie, jeieli boki AR i AC (Gig.
106) trdjkgta ABC prses linie DE sq
podzielone na czgs'ci’;n'oporcyonalne,
tak e mamy AD:DB=AE:EC, md-
wig Ze linia DE jest rownolegta do
podstawy CB.

Jeieli bowiem linia DE nie jest ré-
wnolegla do BC, przypusémy ze jest
taka linia D O; wéwezas, podlug twier-
dzenia poprzedzajycego, bedzie AD:
DB=A0:0C. Ze za$ podlug zalozenia
mamy AD:BD = AE:EC, azatém by-
laby proporcya AO:0C =AE ; EC,
ktéra nie moze micé miejsca gdyi po-
przednik AO jest mniejszy od poprze-
dnika AFE, a nastepnik OC jest wigkszy
od nastepnika EC; zalém linia réwno-
legla do BC, przez punkt D popro-

-




nie moZe si¢ réznié od DE,
i tém samém DE jest ta rdwnolegla,

wadzona,

Uwaga. Takiz sam_ wniosek uczyni-
liby$my majae proporeye AB:AD —
AC:AE; gdyz ta _proporcya databy
AB-—AD AD =AC — AE: AE, CZ)]I
BD: AD= ('C AE.

PODANIE XVIL
Twierdzente.

Linia AT (fig. 117), d:ielgea kat
BAC tréjkgta na dwie ezesei réwne,
dzieli bok jemu p:.eciwIleJ BC na
dwa"odcmkl BD i DC, proporeyonal-
ne bokom AB i AC prayleglym tymie
odcinkom i bedsie BD :DC —=AB: AC.

Przez punkt C poprowadimy linig
CE réw noleglq do AD i przedluimy ja
do spotkania si¢ z przedluzeniem BA.

W tréjlacie BCE. Jest, linia. AD rg-
Wwnolegla - do podstawy. CE, przélo
(pod. 15): :

: BD:DC=AB: AL,
Lecz tedjkat ACE-
ny; gdyz dla rownoleglogci linij ADj
CE kat ACE=DAQ kat AEC=BAD
(pod. 24 ks, 1), e zad Z przypuszczenia
kat DAC=Rn AD, wice kgt ACE=AEG
i (ém samém, Al‘ =AC  (pod, 13: ks.
]) a zatém, podst.mmuy W poprzedza~
Jacéj proporeyi A(l na miejsce AL, o
tr ZYmamy,

BD:DC =AB:AC.

PODANIE XV

T'wierdzenie.

oo
Dwa tréjkqy y rowlo/,qtqe man ;Qo-
K odpowiednie pr oporegonglue i sq sop
bie podobne,

jest rownoramlen—




AT

Niech-beda dwa tréjkaty ABG i. CDE
(fig. 119), majace katy odpowiednio
réwne, a mianowicie kat BAC =CD'E,
ABC=DCE, i ACB = DEC; powia-

dam Ze boki odpowiednie, t. j:bokile-
g rzy Kk Gwwnyeh, beda pro-
zjce przy kalach réwaych, gla:pee
poreyonalne, i Ledzie BC: CE=ARB:
DC==AC:DE.

Ustawmy dwa tréjkaty tak, aby one,
majac wspdlnyjeden wierzchotek, Iia-
Iy boki odpowiednie sl;icrm.vane prije
dyne strony, i przedtuZmy boki AB i ED
do spotkania si¢ zsoba w punkcie T,

Poniewaz BCE jest liniy prost:g,. a
kat BCA= CED, przeto linia AD jest
réwnolegla do DC; auléxr ezworokat
ACDF jest réwnoleglobokiem.

Poniewaz wtréjkacie BFEA linia AC
jeS‘t i\iﬁ'ixo‘l'ééh“d‘ii podstawy FE, prze-
10 ‘niamy BUYECE=BA:AF (pod. 15).

g SRS S ——

IO

Podslawiwszy*CD zamiast jemu pg-

' waego: AR, bedzie, '
BC:CE=BA-¢p. :
W tymie trdjkqcic BFE, uwagajgc

BI® za podstawe, linia CD Jest réwno-
legla do podstawy irﬁamy proporcye BC:
CE=FD:DE, Podstawiwszy AQ w
micjsce TN, bedaie,

BC: CE= A¢:DE,

Nakonice 2 tych dwéch proporcyj,
majacych stosunck wspélny BC: CE,
Wwypada:

AC:DE=BA : ¢D. -y

A zalém, tréjkaty ABC i CDE ma-?'
Jace katy rdwne, majy ‘Boki odpoie-
dnie proporcyonalne; Ze zag, ‘podlug
opisu 2, dwa “wiclokaty, majace kgty’
odpowiednio réwne i boki odpowiednie
PrPorcyonalne, sy sohie podobne, prze.

to teéjkaty BAQ i CDE sy sobie po-
dobne,




Wniosek. - Dla podobierstwa tréjka-
6w dosyé jest, aby mialy po dwa ka-
ty odpowicdnio réwne; gdyz w takim
razie i frzeci kat jednego bedzie ré-
wn'y\irzeciemu katowi drngiego tréj= .
kata, i dwa tréjkaty beda réwno-
katne.

Uwaga. W tréjkatach podobnych
boki odpowiednie leza naprzeciw ka-
16w réwnych, i tak jeieli kat ACD jest
réwny DEG, bok AB jest odpowiedgl
bokowi DT; podobnicz boki AC i DE,
jako lezgce maprzeciw Katow ABC i
DCE réwnych, sa sobie odpowiednie.
l‘iozApozgaw;;g.y‘.bok‘i_A odpowiednie, mo=
ijl(t'g -vgnxix?cl:n,_,n‘ntych‘miast ulozyé px‘-ol;p};:
€Yok aniyrm visidotd i

“uLAB:CD=AG:DE==BG:CE. ;' 5

0oL
.

PODANIE XIX.

T'wicrdzenie.

Dwa trojkgty, majace boki odpowie-
dnie proporcyonalne, sq réwnokatne i
tém samém podobne sobie,

Przypusémy Ze jest (fig, 120) BC: .
EF=AB : DE=AC:DF, powiadam
Ze tréjkaty ABC i DEFR beda mialy
katy réwne, a mianowicie A=D, B=E,
C=p.

. Przy punkcie E nakreslmy kat FEG
=B, i przy punkecic F kat EFG=C,
kat tezeei: G bedzie vowny Latowi ‘A,
r'dwa teéjkaty ABC i EFD beda xd-
wiokgtie, a zatém, podlug twierdze-
viapoprzedzajacego, bedzie: BC:EF =
AB: EG; v2eza$ podlug  praypuszeze-
nia mamy BC:EF=AB:DE, przeto EG=
DE. l’udlug tegoZz samego twierdze,
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nia bedzie, BC: EF —=AC:FG, e za¢
podlug zaloZenia BG:EF == AG: DF,
przeto FG=DF; wicc dwa tréjkaty
EGF i DEF, majac po trzy katy od-
vowiednio rédwne i hok EF wspélny, sa
sobie réwne (pod. 11 ks. I). Zie za$
podlug wykreslenia trojliat EGE jest
réwnokatny z tréjkatem ABC, przeto
dwa tréjhaty DEEF i ABC sa véwnoka-
tne i podobne sobie.

Jwaga 1. Oslatnie dwa twierdze-
nia dajg poznaé, Ze w tréjkatach ré-
wnos¢  kaléw sprowadza proporcyal-
nos¢  bokéw, 1 odwrolnie; tak zZe
dosé jest jednego ztych warunkéw,
aby bydZ pewnym zZe tréjkaty sa so-
bie podobne. Lecz nie tak jest z wie.
lokatami o wigkszéj liczbie bokdw; gdyz
w czworokacie, nie zmieniancjcgu ka-
tow, woZna zmienié stosunek pomigdzy
bokami; a zalém réwnosé ka(éw nie po-

cigga za soha proporcyonalnosei ho-
kéw, i proporcyonalnos¢ hokéw nie
sprowadza réwnogci katdw. Widzimy
np. (Tig. 121) e w czworokacie ABCD
p'oprowadziwszy linie EF réwnolegly
do BC; otrzymamy eczworokat AEFD,
kigrego katy sa réwne katom danego
czworokata, lecz stosunek pomi¢dzy ho-
kami jest inny; podobniez, nie zmie-
niajac bokéw AB, BC, CD i AD, mo-
zna punkt B przyblizyé albo oddalié
9d D, co wplynic na zmiane katéw.
II. Dwa ostatnie podania, ktére wla-
sciwie stanowiy jedno, ¥ycznie z{wier-
dzeniem o kwadracie z przeciwprosto-

KaInéj sa najwainicjsze w geomelryi i
najobfitsze w zastosowania: one same
wyslarezaja do rozwigzania niemal wszy-
stkich zagadnieri; wszystkie albowiem
Wiclokaty moZna podzieli¢ na trdjkaty,
ﬂ"ﬂidy tréjkat na dwa tréjlaty pro-
stokatne. A zatém ogélne wlasnosci




trdjkatdw mieszeza w sobic wlasnodci

wszysikich wielokatdw.,

PODANIE XX.
Twierdzenie.

Dwa tréjkaly, majgce 0 /-'(ch'e 0~
gnym, utworzonym: przes boki odpo-
wiednio proporeyonalne, sq sobie po-
dobne. ,

Niech bedzie kat A=D, i AB: DL
=AC: DF (fig. 122), méwie ze tréj-
kat ABC jest podobny tréjkatowi DEF,

Weimy AG=DE, i poprowadimy
lini¢ GII, réwnolegly do BC; kat AGIT

" bedzie réwny ABC (pod. 24 ks. I), i

tréjkat AGH bedzie rownokatny z trdj-
katem ABC, wige bedzie AB: AG—A(C.
AH; Zeza$ padlug przypuszcezenia AB -
DE=AC:DF, a’podtug wykreslenia AG
:I)E,przclu AH = DF. Dwa h‘(;jliilty

- 113 -

AGH i DEF, maja’ po'ké{cie‘ réwnym,
utworzonym przez boki® odpowiednio
réwne, a zalém sa sobie réwne; po-
niewaz za$ tréjkat ' AGH jest podobny
trdjkatowi ABG, przeto i jemu réwny
trdjhat DEF  jest takze podobny tréj-
katowi ABG.

PODANIE XXL
Twierdzenie.

Dwa tréjkaty sq sobie podobne, kie-
dy boki jednego sq réwnolegte, albo
,n-ostopadlé do bokow drugiego trdj-
kata.

Gdyz, 19 jezeli bok AB (fig- 123)
jest réwnolegly do DI, abok BG do
EF, bedzie kat ABC=DEFK (pod. 27
ks. T); jefeli nadto bok AC jest ré-
wnolegly do DF, kat ACB bedzie ré-
woy DFE i BAC réwny EDF; prae-
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to dwa, trojkaty, ABC, i DEF, bedac
z soba rownokatne, sa sobie podobpe,

2re. Niech bedzie hok DFE (fig, 124)
prostopadly do AB, bok DF prosto-
padly do ACG; w czworokacie AJDH
dwa katy J i H s4 proste, Ze zas sum-
ma wszystkich katéw jego Jest réwna
cztérem katom prostym (pod. 20 ks, I),
przeto dwa pozostale JAH ;i JDH czy-

nig summe réwna dywém katom pro-
stym. Lecz dywa katy EDF i JDH

takze skladaja dwa katy proste; przeto
kat EDE jest réwny JAH, alho kato-
wi BAC, Jezeli trzeci hok EF Jest pro-
slopadly do BC, podobnie dowiedzie-
my e kat DFE = C,i DEF =B; prze-
lo dwa tréjkaly, majace boki wzaje-
mnie prostopadle, sa rownokatne, a tem
samém podobne sobie.

Uwaga. W przypadka I'(Swnu]eglo.
sci bokdw tréjkatéw, hokj réwnolegle
sq sobie odpowiednie, w przypadku zaé

ol 7 Y H =
ich prostopadlodei boki prostopadte s,
odpowiednie. I tak vy drugim Przypad-
ku boki odpowiednic s3 DE i AB,
DF i-AC, EF i BC. -

Kiedy hokidwéch tréjkaléw sy do sie-
bie wzajemnie prostopadte, mogloby sie
zdarzy¢, fe poloZenie wzgledne dwich
trojkatdw byloby réine od tego, jakie
przypuscilismy w fig, 124; lecs zawsze
moznaby dowiedé réwnosei katéw od-
powiednich alho zapomocy czworokas
6w takich Jak AJDH, w ktérym dwa
katy sq proste, albo tez poréwnywa-
jac dwa tréjkaty, kféreby razem z ka-
tami wierzcholkami stykajacemi sig,
mialy po kacie prostym; z reszty ga-
Wsze mozZna przypuscié, ie wewnaltrz
Iréjkata ABC wystawiono tréjkat DEF,
Ktérego boki sa réwnolegle bokom trdj-
kata poréwny.wanego z ABC, i naten-
czas dowodzenie byloby sprowadzone
do tego, jakie podano na fig. 124,




' PODANIE XXIL
Twierdzenie-

" Linie AF, AG, it. d. (fig, 125) jak-
kolwiek poprowadsone przes wierscho-
2ok trijkgta, dsiela jego podstawe BC
i linie do niéj rownolegtq DE na cz¢-
dci proporeyonalne, tak ie bedsie DJ:
BF=JK:FG=KL:GH i t d.
Poniewaz linia DJ jest rownolegla
do BF, przeto tréjkaty ADJ i ABF sa
réwnokalne i tém samém mamy pro-
porcye DJ:BE=AJ:Al; podobnie,
poniewaz linia JR jest l.-éwnulegl'a do
G, praeto AJ: AF =JR : FG; dla ste-
sunku AJ:AF  wspélnego, bedzie DJ:
BF — JK :FG. Podobnie znajdziemy
JE:FG = KL: GH i t d.; przeto
linia DE jest podzielona w punktach
J, K, L na czgsci proporcyonalne cze-

ciom podstawy BG, podzielonéj  w
punktach F, G, Il v}

¥ niosek. Jeieli wige liniavBC. jest
podzielonaw punktach I, G, 4 nasoze-
Sei réwne, linia do nié¢j réwnolegla
DF bedzie takie podzielona ‘w' pun. -
ktach J, K, I na czeéei rdwne spbie.

PODANIE XXIIL
Twierdzenic.

WV tréjkaeie  prostokqtnym, spusci-
wszy = wierschotha kqta prostego’'A
(fig. 126) prostopadlq na przeciwpro-
stokqtng,

1) dwa tréjkaty czgstkowe ABD i
ADC bedq podobne sobie i caleme trdj-
kqtows; ' »

2) kaidy = bokéw AB i AC 59(1:;'(.’

srednio geomelrycznie proporryunalny -




miedzy pr:eciuy)rosz‘ol;qlnq. BC i od-
cinkiem jemu przylegtym BD, albo DC;
102 8) prostopadta AD .bedzie Srednio
geomelrycanie proporcyonalna miedzy
dwéma .odcinkami BD i DC.

Gdyz 1-6d trdjkaty BAD i BAC ma.
Ja kat B awspélny, madlo kat prosty
BDA jest réwny katowi prostemu BAC,
a zatém frzeci kat BAD jednego jest
réwny ftrzeciemu katowi C drugiego
trdjkata; wige e trijhaty sa réwno-
katne i podobne sobie. Podobnie mo-
zna dowic$é e tréjkat DAC jest po-
dobny trdjkatowi BAG; wiee wszy-
slkie trzy tréjkaty sy sobie podobne.

2-¢ Dwa tréjkaty BAD i BAC, be-
dac sohie podobne, maja boki odpo-
wiednie proporey onalne. Bok BD trgj-
kata mniejszego jest odpowiedni boko-
wi BA wigkszego tréjkata, ho leza na-
przeciw kaldw réwnych BAD i BCA;
przecivprostokatna BA mniejszego, jest

odpowiednia przeciwprostokatnéj BC
wigkszego tréjkata; przeto moZna ulo.
Zy¢ proporeye BD:BA=BA:BC. Pq.
dobnie otrzymalibysmy DC: AC=AC:
BGC; przeto 2-e kazdy zbokéw AB i
ACG jest srednio geometryeznie propor-

cyonalny miedzy przeciwprostokatng i
odcinkiem jemu przyleglym.

. 3-¢  Nakoniecc dwa trdjkaly podo-
bne ABD i ADC daja proporcye BD:
AD =AD:DC; wige, 3-¢ prostopadla
AD jest svednio geometryeznie propor-
cyonalna mi¢dzy odcinkami BD i DC
przeciwprostokatndj.

Uwaga. Zproporeyi BD: AB=AB:
BC mamy m'z:lil)XBC, Z propor-
cyi DC:AC=AC:BC mamy AC?=—
DC X BC, wige bedzie AB% 4-AG2 —
Bl))(B(,~l~ DCXBC; druga strona téj
réwnosci jest to samo co (BD.;.D(‘))(

- BC, czyli BCYBC, albo BG2, azatém




'.T[I""_,_ ACZ—BC% przeto Kwadrat z
przeciyyprostokatnéj BC  jest réwny
summie kwadratdw zramion ABi AC
Lgla prostego. Dochodzimy wige zno-
wu do twierdzenia okwadracie z prze-
ciwprostolatnéj droga rding od Léj, ja-
ka postepowalismy poprzednio; zlad
widzimy Ze lwierdzenie o kwadracie z
przeciwprostokatnéj wypada z propor-
cyonalnosci bokéw  w trojkatach ré-
wnokatnych. A zalém gléwne lwier-
dzenia geomeltryi sprowadzaja sie, Ze
tak powiem, do tego jednego, ze trij-
kaly réwnokatne maja boki odpowie-
dnie propurcyonalne,

Czgsto si¢ zdarza; jak ‘tego dopiéro
napolkali§my przyklad, Ze Wyprowa.
dzajac wnioski . z jednego lub kilku
twierdzei, natrafiamy na podania juz
duwicdzioug poprzednio, Y ogdlnosci
Iaczac z soba jakimkolwiek sposohem
twicrdzénia geomelryczne, byleby ro.
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Zumowanie nie bylo faXszywe, dojdzie.
my zawsze do. wypadkéw prawdzi.
wych; to jest cecha odznaczajacy tivier.
dzenia geometeyi i stuzy zq niézbity
(!owdd ich prawdziwogei. Nie tak: by
sigrzecz miala, jezeliby nicktére twiep,
dzenia byly zupelnie falszywe, lub tez
prawdziwe na szezégolae przypadki;
w takim razie Iyezenie twierdzen pomigs
dzy sobg powickszaloby bledy i czyni.
Teby je widocznémi, ‘Vidzieliémy te.
8o przyklady we wszystkich dowodze-
nlac‘h‘ w ktérych uzylismy s‘posubu spro-
wudlania, ad absurdum. Jeieli v podo-
bnych do’woglz'enia‘ch mamy na celu oka.
zaéy z¢"dwie ilogei 53 sobie réwne: sfa-
ramy si¢. doé poznaé fe jeleliby 'te ilo-
sci byly nievéwne, natenczas doszliby=
Smy przez szereg rozumowan do Wy
pl(!liu widocznie l}ylszy\vcgo; a zlad
whieslibysmy ‘ze' te dwie ilosci muszq
bydz sobie wéwne. * 2
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. Wniosek. Jeseli przez punkt A (fig.
127) obrany na okregu kola popre-
wadzimy dwie cigeiwy AB i AC do-
kosicéw $rednicy BC, tréjkat BAG be-
dzie prostokatny przy A (pod. 18 ks.
11); i tém samém 1) prostopadta AD
bedsie Srednio geomelrycinie propor.
cyonalna miedsy dwéma odeinkami BD
i DC srednicy, albo co jest to' saino
AD*—=BDXDC.

2) Cieciwa AB jest Srednio geome-
Lrycznie proporcyonalna miedsy sre-
dnicq BC @ odcinkiem BD prayleglym
téje ‘cigciwie, czyli co Jjest to samo
AB%—BDXBC. Podebnie ,mamy AGE
—CDXBC; azatém AB2:AG?—BD:
DC: a poréwnawszy AB2:BC? wypada
EQ:FCZ:‘BD:BC, podobnie; AC2.
fi—(JZ::DC:BC. 'ljc BtOSlllllii p()uﬁgdz’
kwadratami zramion kita prostego po-

réwnywanémi badz to pomigdzy soba,
badz z kwadralem z przeciwprostokat-
néj, juz byly podane we wn. 3 i 4
pod, 11. '

PODANIE XXIYV.
Twierdzenie.

Dwa tréjkaty majqce po kacie rd-
wnym  majq sie do siebie, jak prosto-
katy z bokdw obejmujacych te katy; t.
J- (lig. 128) tréjkqt ABC ma sie do
{réjkgta ADE, jak prostokgt AB X AC
do prostokgta AD X AR,

Poprowadimy - BE; dwa trdjkaty
ABE i ADE, majgce wspolny wierzeho-
Tek E i [;odsla\vy na jednéj linii pro-
stéj, maja wspélng wysokosé, a tém
samém majq si¢ do siebie w stosunku
Swoich podstaw AB i AD (pod. 6),
Wige, ABE: ADE=AB:AD."




Dla téjze przyczyny mamy:
ABC :ABE=—=AC:AE,

Pomnozywszy wyrazy odpowiadaja-
ce tych proporcyj przez siebie i opu-
Sciwszy czynnik ABE, wspdlny dla wy.
razéw pierwszego stosunku, bedzie:

ABC: ADE—=ABXACGC: ADYAE,

WV niosek. Dwa tréjkaty ABC i ADE
bylyby sobie réwnowaZne, gdyby pro-
stokat ABXAC byl rowny prostokato-
wi AD X AE, albo jeieliby bylo AB:
AD = AE: AC, co wtenczas mogloby
nastypié, kiedyby Tinia DC byla ré.
wnolegla do BE.

.

PODANIE XXV,

Twierdzenie.

Dwa trijkqty podobne majq sie do
siebiey jak kwadraly z bokéw odpowie-
dnich.
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Niech bedzie (fig. 122) kat A — D ;
kat B —F; dla réwnodei katéw A i D,
podiug podama poprzedza]qceﬂo, be-

dzie,

1 ABG:DEF = ABX A€ : DEY DE.
Z podobaemtwa trojkatdw wypada,
~030%n A‘B DI'A__.AC DI‘

Pomnozywszy wyrazy téj proporeyi
przez wyrazy odpowiednie proporcyi
AC:DF=AC:DF;
ltqdzlc, O E9% Y '

. ABXAG: anl)F-Ac2 DF2,

A zatém, ¥

ABG:DEF = 3G2; DI,
Przeto dwa tréjkaty ABC i DEF

‘miajy sig o siebie, jak kwadraty 'z bo-

Kéw odpowiednich AC i DF; albo te:

Jak kwadraty zl\tor)chkolmel. bolcow
odpowiednich.

uigo




“PODANIE XXVL

Twierdzenie.

Dwa wielokqty. podobne sktaddjasi¢
s jednakowéj ‘licsby  trijkatéw odpo-
wiednio podobnych i podobnie wutoio-
nych. -

W wielokacie ABCDE (fig. l"‘.)) po-
prowadzuiy przekatne AG, AD,od wierz-
cholka kata A do wierzcholkéw.innych
Katéw. | WV drugim wieclokacie FGHJR
'poplu\\adzmy przekatne FH, ["J, od
od wierzchotka kata F, odpowiednie-
go katowi A, do wierzcholkdw mnych
katéw. i3 ol

Dla podobienstwa \nclol.qtuw ckat
ABC jest rdwny kylowi l‘(tu'(op 2,
i boki AB i BC sq proporeyonalne ‘be-
kom FG i GH, to jest: AB:FG=RC:
GH; ztad wypada, Ze tréjkaty ABC i
FGH, majac po kacie réyynym, ulwo-
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rzonym przez boki proporcyonalne, sy
sobie podobne ‘(pod. 20):;a zatém: kgt
BCGA jest réwny kqtowi GHF, 0d ka-
téw réwnych BCD i GHJ odjawszy
katy réwne BCA i GHJ, po7os!anq re-
szty, ACD i FIIJ rowne. sobie; %e zaé
dla, podoblenstwya hoﬂ.qlow ABC i
FGH jest AC: FH=BC: GH, a dlapo-
dobieristwa wielokatéw BC: CH.._CD

v]lJ zatém AC: l‘ll—'(,D HJ; wiec dwa

tl‘OJlnltx ACD i I‘HJ, majac po kqme
rdwnym utwolzonjm przez boki pro-
porcyonalne, sa sobie podobne. Podo-
bniez dowiedliby§my podobieristwa in-

nych tréjkatéw, jakakelwiek by byla
liczba bokdw wielokatow danych; wige
dwa wiclokaty ‘podobie skladaja sie
z jednukowéj liezby tréjkatéw odpo-

‘vhedmo pbdubn)ch i podobnie utofo-

nych.
Uwaga. “Rownie jest spramcdhwe
twierdzenie odwrotne: Jedeli kasdy =




dwich.wielokgtow, shtada sie 3 jedpa-
kowdy' | licsby. trdjkqtéw. - adpowiednio
podobnych’ T podobnie utozonych , dwa
wielokaty sg sobie podobne.

"Gdyz" da podobiefistiva tréjkatéw
mamy kat ABC=FGH, 'BCA = GIIF,
'ACD=FHJ; wige BED =GI1J, CDE
—HJR ‘i t, d." Nadto bedzie AB:
FG=BC: GH=AC:FH=CD:HJ i
L d, wiec dwa wiclokaty, maja Katy
réwne i boki od:ﬁo'\vi'ednie!prbpok‘cy‘()-
nl'alne, a tém samér 53 "sobie podobne.

PODANIE XXVII

fhi Twierdzenie,

YN : a1l yuxad . "o
- Obwady  dwdch; . wielokqtipw podo-
bnych majq sie do siebie, Jak boki od-
powiednie; a ich powiersehnie, jak kwa-

draty = tyche bokéw.

Gdyi,"l) z podobiesstwa wiclokatow
mamy (fig. 129) AB:FG=BC: GH=
CD:HJ, it.d. az tego szeregu slo-
sunkgw réwnych mozna wyprowaduié:
Jak si¢ ama summa poprzednikéw AB -
BC+GD + it d.y czyli obwed pier-
wszego wielokata, do summy nastgpni-
kéiw FG+GH L HY i t. d.; ezyli do
obwodu drugiego wiclokyta, tdk si¢
ma ktérykolwiek [lol)rchnnik do swe-
8o nastepnika, ezyli tak si¢ ma np:bok
AB jednego wiclokata, do bhoku jemu
odpowicdnicgu FG- w drugim wiclo-
Kqcie. :

2) Poniewaz tréjkaty ABC i FGH
sy sobie podobne, wiee ABC:FGH =
E“)':F—l-p; podobnie dwa tréjlaty po-
dobne ACD i FHJ daja ACD : FHJ=
E")':F—I_I'z; wige, dla wspologgo stosun-
ku Ezzl'_‘ﬁz, bedzie:

ABC: FGH = ACD :FHJ: -




Podobnie rozumujac znaleilib’émy:
ACD:FHJ=ADE:FJK,

it d,, jezeli liczba tréjkatdw jest wig- |
Z tego szeregu stosunkéw ré- |

ksza.
wnych otrzymamy, jak si¢ ma summa
poprzednikéw ABC +ACD-+ADE, czy-
i wielokat ABCDE, do summy naste-
pnikéw FGH+FHI+FIR, czyli do
wielokata FGHIR, tak sie ma poprzes
dnik ABC do swego nastepnika FGH,
czyli tak si¢ ma AB? do FG?; wige po-
wierzehnie ~dwdch wielokatéw podo-
bnych maja si¢ do sichie, jak kwadra-
ly zbokdw odpowiednich.

Wniosek., Nakrésliwszy “trzy wielo-
katy podobne, ktérychby bioki odpo-
wiednie byly réwne bokom tréjkata
prostokatnego, wielokat nakredlony na
boku wigkszym bedzie riy ny summie
dwdch innych; gdyz te tezy wielokaty
mﬂj% Si@ do sichie ja'i kwadraty z bo-

kéw odpowiednich ,  Ze zas  kwadraf
z przeciwprostokatnéj jest réwny: sum-
mie Lkwadratéw z dwdch innyeh bo-
kéw trdjkata prosl(\)kqtncgo, wige it d.

PODANIE XXVIIL
Twierdzenie.

Csesei dwdeh cieciw AB i CD (fig.
130), przecinajacych sie w kole, sq so-
bie odwrotnie proporeyonalne, to jest:
AO:DO = CO;O0B.
| Polgezmy  punkta A i C tudziez B
iD liniami AC.i BD, dwa tréjkaty
AGO i BOD maja katy przy O, jako
wierzeholkiem stykajgce sig, réwne so-
bie; kat A jest vowny katowi D, gdyZ
oba sy wpisane w jeden odcinek (pod.
18 ks, LI); dla téjie przyczyny kat C=
B; wige te trgjkaty sy sobie podobne,

e
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i hokivich odpowiednie stanowig pro-
poreye; AO: DO=CO: OB.

F¥ niosek. Z 1§ proporeyi wypada
AOXOB=DOXCO; t. j. prostokat wy-
stawiony na czesciach jednéj cigeiwy,
jest réwny prostokatowi z ezesci cigei-
wy drugiéj/ <o

PODANIE XXIX.
T wierdzenie.

Jeieli s punktu O, wsiptego za ko-
tem, poprowadzimy  sieczne OB'i OC,
kvricsqee: sip na lukw wklgstym, cale
sieezne bedg odwrotnie proporeyonal:
ne csgseiom ich’ sewnetranymy ¢, j. be=
dzie OB:0C=0D:0A\.

Gdy#, poljezywszy' Az CiB zD
liniami prostemi AC i BD, dwa tedj-
kqty OAC | OBI), mnjqe l\qt Owgpdl-
ny, kat B=C (P0d~ 18 ks, 1), sq so-
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bie podobne, i tém samém ich hoki

odpowiednie stanowia proporeyg:

0B:0C=0D:0A.

Wniosek. Wige prostokat OA X OB
jest réwny prostokgtowi OCY OD.

Uwaga, Yatwo dostrzedz, Ze to twier-
dzenie ma wiele podobienstwa z po-
przedzajacém, i Ze tém tylko rdini sie
od niego iz dwie cigciwy AB i CD,
zamiast przecinaé si¢ wewnalrz, przeci-
naja si¢ zewnylrz kola.” Twierdzenie
nastepujace takze moze hydz uwazane,
jalso przypadck szczegdlny tego same -
go twierdzenia.,

PODANIE XXX.

Twierdzenie.

Przez punkt O (lig. 132),weiely za
kotem, poprowadsziwszy styczng OA i

sieczng ORE, stycsna bedzie srednio geo-
: 17
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melrycznie proporeyonalna miedzy ca-
1q sieczng i czesciq j¢) sewnelrzng, t,
j. bedsic OC:OA=0A: QD.

. Gdyz polaczywszy punl\taAnl) fu-
dziez A i C liniami AD iAC, trdjka-
ty OAD i OAC maja kat O wspélny;
nadlo kat OAD utworzony przez sty-
€zng i cigciwe, mma za miare pdlowe
foka AD i kat C ma za miace pilowe
tegoz fukn, wice kat OAD = C, a tém
samém tréjlaty sa sohie podobneabo-

ki ich daja proporeye,
CO:0A=0A:0D.

Whaiosel. Wige kwadrat 0,\2, jest
réwny prostokatowi COYOD.

PODANIE XXXI.
T'wierdzenie.

II"ll'u'jchic ABC (ﬁg le) pod:,fe-
liwssy kqt A linig prostq AD na dwie

195

czesel rowne, prostokqt s bokow AB i
AC bedzie réfwny prostokglowt = od-
cinkéw BC i DC, wigcéj kwadratem
z steczné) AD.

Przez trzy punkta A, B i C popro-
wadzuy okrag kola, praedluimy AD
do przecigeia sig zolugguml polaczmy
z sobg punkta Ci B, linia prosta CE.

Tréjkat BAD jest podobny. tréjka-
towi EAG; gdyi, podiug przypuszeze-

. mnia kat BAD=EAC, i nadto kat B==E, bo

kaZdy z nich ma za miave pélowe Iuku
AC; wige te tréjhgly sa sobie podobne i
hoki ich odpowiednie dajg proporeye:
BA: AE —AD : AC; zkad wypada BAY
AC = AE y ADj;  lecz AE=AD + DE,
wice BA X AC = (AD + DE) X AD==
AD2 L AEXAD; fe za$ ADXDE=BD
XDC (pod. 28), wige nakoniec,

" BAXAC &= AD® £ BDXDC,
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PODANIE XXXIL

Twierdzenie.

Wkaidym trijkacie ABC (fig. 134)
prostokat z dwich jego bokdw ABi AC

jest réwny prostokqtow, wystawione-

mu na srednicy CE, kota opisanego na
trijkacie, i na prostopadtéj AD, spu-
szcsonéj na bok jego trzeci BC.

GdyZ polgezywszy punkta A j E,
tréjkaty ABD i AEC s, prostokatae,
Jeden przy punkcie D adrugi przy A,
nadto kat B=F; wige te trdjkaty sa
sobie podobne i dajq proporcye AB:
CE=AD:AC 2ksd AB X AC“: CE, X
AD.

IV niosek. Pomnoiywszy kaidg 2 tych
ilosci réwnych przez BC, olrzymamy
ABXAGXRBC= CEXADXBC, Ze za$
ADXBC jest dwa razy wzigta powierz.

chnia tréjkata’(pod. 6), przeto iloczyn
s trzechbokdw tréjkata, Jest réwny iJ,.
czynowi sz jego powiersehni przez dwa
razy wzielq srednice kola na nim o-
pisanego.

Uwaga. Moina té2 dowiesé, Ze po-
wierschnia trdjkqta jest véwna ilocsy-
nowi z jego obwodu przes pétowe pro-
mienia kola wpisanego.

Gdyz trdjkaty (fig. 87) AOD, BOC i
AOC majac wspélny  wierzcholek w
punkeie O, maja za wspélng wysokodé
promien kola wpisanego; Ze za summa
powierzchni tych trdjkatéw jest réwna
iloczynowi z summy ich podstaw AB,
BC i AC przez pol promienia OD,
Wige powierzchnia tréjkata ABC Jest
réwna iloczynowi zjegoobwodu przez

PSE promienia kola wpisanego.
.
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 P.ODANLE XXXIIL

"T'wierdzenie,

W czworokgeie wpisanym ABCD\

(fig. 135) prostokqt s przekqtnych, AC

i. BD, jest rowny summie prostokqtcw,

z bokdw przeciwleglych, to jest: AGYX
BD=ABXCD +ADYXBC.

Wezmy tuk CO=AD, i poprowadz-
my lini¢ BO, kiéra przetnie przekatna
AC w punkeie J.

Kat ABD=CBJ; gdyz pierwszy ma
za miarg pél laku AD, adrugi pélla-
ku CO, réwnego AD; kat ADB=BCJ,
gdyz oba sy \vgisalle w odcinek AOB;
wige {rdjkat ABD jest podobny teéjka~
fowi JBC, i tém samém mamy propor-
cy¢ AD:CJ=BD:BC: zl:zg\;ﬂ) XBC
— CJ X BD. Powiadam nadte, e tréj-
kat ABJ jest podobry tréjkatowi BDG;

. 1O

gdyz, jezeli do' kazdego z Tukéw, ré-
wnyeh AD i GO dodamy Tuk OD, be-
dzie Yuk A0 =DC, azatém kat ABY==
DBC; madto kat BAJ=BDC, Jako ka-
ty. 'wpisane w jeden; odcineli; wige teéjs,
katy ABJ i DBC sa. sobi¢: podobne, i
ich boki odpowiednic daja. proporeye,
AB:BD =AJ: GD; zkad wypada ABY
CD= AJXBD.

Dodajae do siebie. dwa znalezione
wypadki, i uwaZajac ze AJ X BD 4
CIXBD == (AJ+ CJ)XBD = ACXBD,
olrzymamy ADXBC +ABXCD=ACX
BD.

Uwaga.: 'I'akim samym sposobem
moZzna dowies¢ jeszcze innego twierdze-
nia o czworokacie wpisanym w kolo.

Trijkaty podobne ABD i BJG da-
ja proporecye BD:BC—=AB:BJ, zkyd
BJ X BD — BC X AB. Polaczywszy
punkta € i 0O, utworzy sig tréjkat
JOC podobny ABJ, Kktéry bedzie




pedobny tréjkatowi BDC, a (¢m sa=
mém, BD:CO=DC:0J; zkad 0JX

BD=CO X DC,albo poniewai CO =

AD, bedzie OJ Y BD =ADXDG, > Do-
dajac do siebie dwa wypadki znale-

zione i uwaZajac ze BIXBD 4 OJ X BD
sprowadza si¢ do BOXBD, bedzie,"

BOXBD.‘-':ABxBC+ADxDC; da

Waziqwszy BP = AD, i poprowadzi-
wszy CRP  znalezlibysmy zapomoca
podobnego rozumowania, ; :

" CPXCA= ABXAD +BCx (D,

Lecz poniewaz luk BP jest réwny
CO, wige dodaywszy do kazdego z nich
BC, bedzie lnk CBP=BCO, azatém
cigciwa CP jest réwna cigciwie BO, j
nasi¢pnie prostokaty BOXBD i Cpx
CA ‘majq si¢ do siebie jok BD do CA;
wige,

Bl):C.-\:.-\BXBC+,\[)>;D(1:‘“)X
AB 4+ BCxCD.
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A zatém, dwie priekqtne czworokqtq
n'pisam"go w kolo majq sic do siebie,
Jak summy prostokgtéw s bokdw do-
tykajgcych koiicow przekatnych,

Te' dwa twierdzenia mogay slulyé

do znalezienia przekatnych majac wia-
dome boki czworokatdw.

PODANIE XXX1V.
Twierdzenie.

Niech bedzie punkt P (fig. 13($), da-
ny wewngtrs kola na promieniu AC,
obiersmy na preedtuieniu zewnetrzném
promienia punkt O w takiéj odlegto-
seiy aby byto CP : CA = CA: CQ; jeieli
Jakikolwiek punkt M obrany na okregu
polaesymy s punktami P j Q liniami
MP i Mo, mowie Ze stosunek pomig-
dzy temi linigmi wssedzie jest jednako-
wy, t bedsie MP ; MQ =AP:AQ.




Gdyz podlug przypuszezenia mamy
CP: CA=CA: CQ; podstawiwszy CM
zamiast CA, bedzie CP:CM =CM:CQ;
wige tréjkaty CPM i COM majy kat
G wspélny, utworzony przez boki pro-
porcyonalne, azatém sq sobie podobne
(pod. 20), wigc trzéei bok MP ma sig
do trzeciego boku MQ jak CP do CM
albo do CA. Zeza$ proporcya CP:CA=
CA:CQ daje, CP:CA=CA— CP:CQ
— CA czyli CP:CA==AP:AQ, wicc
MP:MQ=AP:AQ.

g

ZAGADNIENIA,

DO KSIEGI TRZECILJ.

ZAGADNIENIE .

Dang linie, prostq podsielic na, ile:
kolwiek csesci réwnyeh, albo na. csesei
proporcyonalne danym liniom.

1. Niech bedzie dana linia AB (lig.
137), do podzielenia na 5 czedei rd-
wnych; przez punkt A poprowadimy
linig nicograniczona AG i \\ziq“vy
dowolna wiellosé AC, przeniesmy ja
na linig AG vazy pigé. Polaczmy osta-
toi punkt podzialu G 2z kosicem B li-




niag BG, i poprowadzmy do ni¢j réwno-
legla CJ; a powiadam, Ze AJ bhedzie
piata czescig linii AB, i Ze tém samem
przenioslszy AJ na AB razy pi¢é, li-
nia AB zostanic podzielona na pigé czg-
sci réwnych.

Gdyz, linia CJ réwnolegla do GB
dzieli boki AB i AG proporcyonalnie 'w
punktach C i J (pod. 15); Ze zaé AC
jest piata czescia AG, wige AJ jest
piata czescia linii AB.

2. Niech bedzie dana linia AB (fig,
138) do podzielenia na czesci propor-
eyonalne liniom P, Qi R. Przez ko-

niec A poprowadzmy lini¢ nieograni-.

czong AG i wezmy na ni¢j AC =P,
CD = Q, DE =R, polaczmy korice K
i B linia prosta GB,'a przez punkta G
i D poprowadimy linie CJ i DR rg-
wnolegte 'do EB; méwi¢ Ze linia AB
bedzie podziclona naczesei AJ, JRi KRB,

pruporcyonalnc liniom danym P, Q i R;
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Gdyz, dla réwnoleglodci linij CJ,
DK i EB, cz¢sci AJ, JR i KB s pro-
porcyonalne czesciom AC, CD i CE
(pod. 15), ktére podlug wykresle-
nia sa rdéwne .'lin_iom danym P, Q
i R,

ZAGADNIENIE 11.

Do trzech linij danyeh A, B i C
snales¢ czwarlq geomeltrycsnie propor-
¢yonalng.

PoprowadZmy dwie linie nieograni-
czone DE i DF (fig. 139), ktéreby
caynily z soby kat jakikolwiek. Na li-
nii DE odetnijmy czeéé DA —A i DB
=B, na DF wezmy DC = C, polgezmy
punkt A z C, a przez punkt B popro-
wadimy lini¢ BX réwnolegly do AC;
méwig e DX bedzie czwarty proper-
cyonalng iadang; gdyz linia BX jest

18
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réwnolegla do AG, wiee DA:DB =
DC :DX; poniewaz za$ trzy pierwsze
wyrazy 1€] proporeyi sa réwne trzem
liniom danym, przeto DX jest zadana
linig.

F¥niosek. Podobniez moZna znalesé
trzecig ‘geomelrycznie proporcyonalng
do dwéch linij A i B; gdyZz ona bg-
dzie to samo,co czwarla geometrycznie
proporcyonalna do trzech linij A, B

i C. hp
ZAGADNIENIE IIL
Znaledd srednio geomelrycznie pro=

poreyonalng de dwdch “danych _lx'm:j
A iB.

"Na linii nieograniczonéj -DF (fig.

140) weimy DE=A i EF=B: na ca-
1¢j linii DF, jako nvadrednicy, opiszmy
polokrag DGF, zpunkia E wy;tawm'y
lini¢ EG prostopadla do srednicy, kt6
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ra przetnie si¢ 2 okregiem W punkcie
G; powiadam 7e EG bedzie srednio
geometrycznie proporeyonalng Zadana.

Gdyz prostopadla GE, spuszezona
na grednice z punkta G, obranego na
okregu kola, jest Srednio geometryeznie
proporcyonalna miedzy dwdéma od-
cinkami DE i EF $rednicy (pod. 13),

rownémi. danym liniom A i B,

ZAGADNIENIE 1V.

Dang linie AB (Tig.. 141) « podzielic
na takie dwie cspscr, aby csps¢ wicksza

byta  srednio  geomelrycznie propor-
cyonalna miedzy catq linig ¥ czesedy
1€ mnicjssq.

Z korica B linii AB wyprowadimy
do ni¢j prostopadla BC, réwng pilo-
wie linii AB, z punktu C jako ze srod-
ka, promieniesn BQ opiszmy okrag kola,
poprowadZmy lini¢ AC, ktéra przetnie
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sie. x okregiem w punkcie D, a wzigs
wszy na danéj linii AF =AD, méwig
ze linia AB w punkecie F bedzie po-
daielona w sposéb iadany, t. j. Ze be-
dzie AB:AF =AF:FB.

Linia AB, jako prostopadla do pro-
mienia BC, przechodzaca przez Loniec
jego, jest styczng z kolem; wige, prze-
dluzywszy AC do przecigcia sig z okre-
giem w E, bedzie AE:AB= AB: AD,
i AE—AB:AB—AB—AD:AD. Zs
zas promiern BC jest pélowa linii AB,
wige Srednica DE jest réwna linii AB,
i tém samém AE — AB=AD =AF; po-
niewa: AF = AD, przeto AB—AD=—
FB; azatém mamy AF: AB=FBR:AF,
i odmieniwszy porzadek miedzy wyra-
zami, bedzie AB: AF = AF:FB,

Uwaga. Ten' sposib dzielenia linii
AB nazywa si¢ dzieleniem j¢j w stosun-
ku srednim i skrajnym; péiniéj ujrzymy
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jego gastosowania. MozZna dostrzedz Ze
sieczna AE w punkcie D jest podzielona
w stosunku $rednim i skrajnym; gdyz,
dla réwnosci AB i DE, mamy AE:
DE=DE:AD.

ZAGADNIENIE V.,

Przez punkt A, dany miedsy ramio-
nami kqta BCD (fig. 142), poprowa-
dsic linig prostq, ktéréjby csesci AB i
AD, sawarte miedzy punktem A ra-
mionami kqta, byly sobie rdwne.

Przez punkt A poprowadZmy linig
AE réwnolegla do CD, odetnijmy BE
= CE, a linia BAD, poprowadzona
przez punkta B i A, bedzie Zadana.

Gdyz, dla réwnoleglosci AE i CD,
mamy BE:EC=BA:AD; tczai BE=
EC, przeto i BA=AD.

.
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ZAGADNIENIE VI.

Wystawic kwadrat réwnowasiny z ré-
wnoleglobokiem,lub trijkgtem danym.

1. Niech bedzie dany réwnoleglo-
bok ABCD (fig. 143), ktérego podstawy
jest AB, a wysokodcia' DE; znajdZmy
srednio geometrycznie proporcyonalna
XY migdzy AB i DE (zag. 3); mé-
wi¢, Ze kwadrat wgstawiony ma linii
XY, bedzie réwnowazdy # réwnoleslo.
bokiem ABCD. Gdyi z wykveslenia
mamy AB: XY:'XVY: DE; wice XY2
= AB X DE;. 2e za§ ABXDE jest mia-
ra danego prostokata, a XX ° znalezio-
nego kwadratu, przeto zn:\lcziony kwa-
drat jest réwnowainy z prostokatem da-
nym.

2. 'Niseh bedzie dany tréjkgt ABG

(fig. 144), ktdrego podstawy jest BG,
a wysokescia AD: znajdimy srednio
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geometryeznie proporeyonalng XY mie-
dzy BC i pélowa AD; moéwie Ze hwa-
drat wystawiony na linii XY, bedzie
l'dwnowaény -z (réjkqtem.AB_C.

GdyZ z proporeyi BC:XY—XY:
1AD ‘wypada ﬁ2:‘-—“- BC X 1AD; prze-

© to'kwadrat 2XY jest réwnowazny trgje

katowi ABC,

ZAGADNIENIE Vi1,

Na ' lini danéy AD (fig." 145) wysta-
N

wi¢ prostokqt ADEX rd'wnowaz‘tw; .

b

prostokqters 'danym ABFC,

- WynajdZmy czwarty ‘geometrycznie
proporeyonilog AX: do tezech linij AD),
AB i AC: méwi¢ #e prostokat wysta-
Wiony na lHniach AD i AX, hedgie ré-
Wnowainy prostokatowi ABFC.

Gdy? 2 proporeyi’AD: AB==AC:
AX wypada ADXAX = ABXAC; wice

o




prostokat ADEX jest réwnowainy pro-
stokgtowi ABFC.

ZAGADNIENIE VIIL

Znalésé wliniach stosunek prostokq-
ta sz dwéch danyeh linij A i B (fig.
148),do prestokqta s dwéch innych li-
nij CiD.

Niech bedzie X czwarty gecmetry-
cenie proporcyonalng do trzech linij
B, C i D, a méwig, Ze stosunek linij
A i X bedzie réwny stosunkowi po-
migdzy prostokatami AXB i CXD.

Gdy# z proporeyi B:C=D:X wy-
pada CXD=BxX, azalém AXB:Cx
D=AXB:BXX=A:X.,,

¥ niosek. Wiec aby miéé stosunek
pomigdzy kwadratami tlinij AiC, na-
lezy znalesé (rzeciy geometrycznie pro-
porcyonalng X do dwéch linij A i C.
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tak aby bylo A:C=C:X, a hedzie
A3:Ci—= A X,
ZAGADNIENIE IX.

Znalesd stosunek w liniach ilocsynu
s trsech Unij A, B i C (fig. 149), do

Wocsynu s trzech innych linij P, QiR.-

Zinajdzmy czwarty geomelrycznie pra-
porcyonalng X do trzech linij P, A i
B, do trzech linij C, QiR znajdimy
takie czwarly geometrycznie propor-
cyoralng Y: a dwie linie X i Y mieé
si¢ beda do siebie jak iloczyny AXBX
C i PxQxR.

Gdyz z proporeyi P:A=B:X, wy.
pada A xB=P X X; pomnoZywszy
obie ilosci przez C, bedzie AX B
C=CxP xX. Podobniez zpropor.
eyi C:Q =R:Y, wypada QxR=
CxY, a pomnoiywszy obie ilosci przes
P bedzie P X Q X R==PXCxY; wige

ey, L NN

ey
i




iloczyn AXBxC tak sig ma do Py, Q xR
jak CxPxX do Px CXY, ezyli jak
sic ma X do Y.

ZAGADNIENIE X,

Znalesé trojlqt réwnowainy dane-
mu wielokqlowr.

Nieeh bedzie dany wielokat ABCDE
(fig. 146). . Poprowadimy przekatog
CE, ktéra oddzieli tréjkat CDE; przez
punkt- D przeciggnijmy DEF réwnole-
gla do CE, ata spolka si¢ z prze-
dluzeniem boku AE w punkcie Fj po-
laczmy punkta C i F, a wielokat dany
ABCDE bhedzie réwnowainy z wielo.
Katem ABCF, ktéry ma wniéj jednym
bokiem od tamtego.

Gdyi tedjkaty CDE i CFE, majqc
wspolng podstawe CE, majy takze
wspolng wysokosé, bo wierzcholki ich

D i F lezg na linii prostéj DF réwno-

-legléj do podstawy; wiec sa sobie r¢-

wnowaine. Dodajac do kaidego ztych

“tréjkatéw wielokat ABGE, otrzymamv

wielokaty. ABCDE i ABCFE sobie ré-
wnowazne.

Podohniez na miejsce trOJl. ta ABC,
wmozna ofrzymaé trgjkat jemu réwno-
wainy AGC, 1 takim sposobem pie-
ciokat ABCDE zamieni si¢ na tedjkat
GCF, z nim réwnowainy.

Toz samo postepowanie moznaby za-
stosowaé do kaidego innego wicloka-
ta; bo otrzymujge za kaidém dziala-
niem  wielokat majacy -mniéj jednym

~bokiem od poprzedzajacego, dojdziemy

nakoniee do trdjkata réwnowainego z
danym wiclokatem.

Uwaga. WidzieliSmy jué de kaidy
trdjkab mozna zamieni¢ na kwadrat je-

‘mu réwnowainy (zag. G); wige zawsze

moina otrzymaé kwadrat réwnowainy




jakiemubadz wielokatowl prostokreslne:
mu: co nazywa si¢ kwadraturg wieloka-
tow prostokresinych. :

Zadanie kwadratury kota ma na ce-
lo, znalezienie kwadratu révwnowaine- «
go 2 kotem danéj $rednicy.

ZAGADNIENIE XI,

Znalesé kwadrat réwny summie lub
réinicy dwéch kwadratéw danych.

Niech beda A i B boki kwadratow
danych,

1) Jeieli mamy znalesé kwadrat rd-
wny summie tych kwadratéw, popro-
wadZmy dwie linie nicograniczone (fig.

157) ED i EF prostopadle do siebie,

odetnijmy ED=A i EG= B, a linir
prosta DG, Iaczaca punkta D i G b~
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1 2) Jeteli mamyb znaleéé kwadrat
réwny réznicy dwéch kwadratéw da-
nych, nakreéslmy podobniez kat prosty
FEH, odetnijm%i GE réwne bokowi
mniejszemu z dwéch danyeh, i promie-
niem GH réwnym drugiemu bokowi
opiszmy z punklu G, jako ze srodka,
Yuk, ktéryby si¢ przecigl z EH w punkcie
H: mdéwig¢ Ze kwadrat wystawiony na
EH, bedzie rowny réznicy kwadratow
z bohdw_ danych A i B.

Gdyz tréjkat GEH jest prostokatny,
jego przeciwprostokatna GH=A, i bok
GE=B; wi¢c kwadrat wystawiony na

EH it d.

Uwaga. Tym sposobem mozna otrzy-
» ’ .
maé Kkwadrat réwny summie tylu kwa-

dratdw, ilu si¢ podoba; gdyz wykre-
slenie, ktére stuy do zamiany dwdch

dizie bokiem Zadanego kwadratu.
Gdyz w tréjkacie prostokgtnym DEG.

kwadratzDG jest réwny summie kwa«

dratéw z ramiou kata prostego ED i EG.

na jeden, doprowadzi tez do: dwdeh
kwadratéw na miejsce trzech, i do o-
trzymania jednego na micjs;e dwdch
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osfatnich kwadratow; toz samo rozu-
miéé i o wiekszéj ich liczbhie. Pogdo-
bniei postgpowalibysmy, = gdyby. po-
tezeba bylo. odjad kwadrat ktérykol
wiek od summy inoych: i

ZAGADNIENIE XIIL

Znalesc kwadrat, ktoryby sie miad
do kwadratu danego ABCD, jak sie
ma linia M do linii N (Gg. 150)'. .

Na linij ni’eograniczonc'j EG weimy
EF=M i FG=N: na EG Jako na gre-
dnicy opiszmy pétkole, i z pugkta F
wystawmy prostopadly FH do $redni-
cy. Przez punkt H poprowadimy cig-
ciwy HG i HE, weimy na, pierwszéj
znich HR, céwne bokowi AR danego
kwadrato; przez p,ant,li"poprovvadimy
lini¢ KI réwnolegla do EG, 4 HJ b¢;~
dzie bokiem kwadralu szukanego,
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Gdyz dla réwnoleglodei linij KJ 1
GE, mamy HJ:HR=HE:HG, i tém
sam¢m T2 NRZ=1TE2: HG% a ze
w trdjkacie prostokatnym EHG (pod.
23) HE?: ].TCZ =EF: GF, czyli HE? :
HG2=M:N, wigc HIZ: IR?=M:N;
ze zas HR = AB, przeto kwadrat z
HJ tak si¢ ma do kwadratu z AB, jak
M do N.

ZAGADNIENIE XIIIL

Na boku FG (fig. 129) odpowiednim
bokowi AB, nakreslic wielokat po
bny wielokqloywi danemu ABCDE!

W wielokacie danym poprowadZmy
przekgtne AC i AD: na boku FG, przy
punkeie I nakredlmy kat GFH=BAC, i
przy punkeie G kat FGH=ABC; linie
FH i GH przetng si¢ z'soba w punkeic
H'i dadzy trdjkat FGH, podobny tréj-
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katowi ABC: podobniez na hoku FH
odpowiednim bokowi AC, wystawmy
tréjlat FIH podobny teéjhatowi ADC
.i na FJ odpowiednim AD wystawm '
tréjkat FJR podobny ADE, “'iclolﬁq{
FGHIEK bedzie wiclokalem Zadanym
podobnym wiclokatowi ABCDE. ;

.Gdyi te dwa ‘wieloliaty skladajy sig
z jednakowéj liczby ' Iréjkatéw “pode-
bnych i podobnie ulozonych (pod. 26).

ZAGADNIENIE XI1V.

Majqc dane dwa wielokqty podobne,
wystawicé {rzeci podaobny kaidemu, i ré-
wny ich summie, lub réinicy.

Niech beda A i B boki odpowiednje
dwdéch wielokatéw danych, znajdimy
bok X kwadratu réwnego summie, lub
réinicy Lkwadraléw wysla\viun}'cl:-na

A i B: a X bedzie bokiem yyielokata
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stukanego, odpowiednim bokom A i B
wielokatow danych. Sam zas wielokat
nakréslimy podiug zagadnienia poprze-
dzajacego. ,

GdyZ wielokaty podobne'nqu sie
do sicbie, jak kwadraly z bokéw odpo-
wiednich; Ze za$ kwadrat z bokn X
jest réwny summie, albo réinicy kwa-
dratéw z linij A i B, przelo wielokat
z boku X jest réwny summie, albo ré-
znicy wielokglow jemu podobnych, wy=

stawionyeh na bokach A i B.

ZAGADNIENIE XV.

Wystawic wielokqt podobny wiclo-
kqtowi danemu, ktéryby si¢ miat do
niego, jak sig ma M do N.

Niech bedzie A bokiem wielokata dane-

go,a X bokiem jemu odpowiednim wwie-

lokgeie szukanym; potrzeba aby sie mial
10%




kwadrat z X do kwadratu z A, jak sig
ma M do N (pod. 27): znajdziemy X
zapomocq zagadnienia XII, a znajac X,
uskutecznimy reszte podlug zagadnie~
nia XIII.

ZAGADNIENIE XVIL

Wystawic tbieiokql pod_obny wielokq-

towit P ¢ ru’u-nowa:'ny s wielokgtem Q
(fig. 151).
3 Znajdzmy bok M kwadratu réwno-
waznego z wielokatem P, ibok N kwa-
dralu réwnowaZnego z wielokatem Q.
Niech bedzie X czwarly geomelryeznie
proporeyonalng do tezech linij danych
M, N i AB; a wielokat podobny. wie-
lokatowi P, wystawiony na hoku X
odpowiednimbokowi AB, bedaie rdwng.
wainy z wiclokgtem Q.

Gdyz oznacaywszy p}'zoz Y wielokat
wystawiony na X bedzie P:Y=AB2;
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X2; e zag podlug wykresleniz AR:
X =M:N, albo AB2:X2=M2: N2,
wige P:Y ==M?2:N2. A iepodlogwy-
kreslenia mhamy, M2—=P i N2 =Q,
przeto. P: Y = P:Q; zkqad Yo=(, i
tém samém wielokat Y jest podobny
wiclokatowi P i rownowazny z wielo-
katem Q. 3

ZAGADNIENIE XVIL

Wystawié prostokat réwnowainy z
danym kwadratem C, ktoregoby boki
praylegte czynily summe dang AB (fig.
152). '

Na AB jako na srednicy, opiszmy pot-
okrag kola; w odleglosei AD réwnéj bo-
kowi danego kwadratu C, poprowadzmy
liniy DR réwnolegly do Srednicy. Z pun-
ktu B, v Ktérym réwnolegla przecina o-
kﬂlg, Sputffu_)y p:‘-oslo;mdln ERF na dre«
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dnice: AF i FB beda bokami szuka-
nego proslol.qlu

Gdyz summa tych bokéw Jest réwna
AB, a prostokat z nich AFXEB jest rd-
wny kwadratowi z EF (pod. 25), ezy-
li kwadratowi z AD; przeto prostokat
AFXFB jest réwnowainy z kwadratem
danym C,

Uwaga. Aby zagadnienie bylo: po-
dobne do rozwiagzania, potrzeba ieby
odleglosé AD nie przechodzila pr omie-
pia, to jest aby bok kwadratu C nie

byl wigkszy od polowy linii AB.

ZAGADNIENIE XVIIL.

WV ystawic ‘taki prostokqt réwnowainy
s kwadratem C (fig. 153), aby rdinica
migdzy jego bokami praylegteéi byta
réwna AB.

Na linii danéj AB, jako na sredni-

cy, opiszmy okrag kola, przez koniec

$rednicy poprowadimy styczng AD rg.
wna bokowi kwadratn G, przez punkt
D i érodek O poprowadzmy sieczme
DE; powiadam Ze: DE i DF heda bo-
kami; przyleglémi Zadanego prostoliatu.

Gdyz 1) réZnica pomi¢dzy témi bo-

Kami jest réwna drednicy EF, czyli
AB; 2) prostokat DEXDE bedae ré-
wny AD? (pod. 30), jest rawnowainy
z kwadratem danym C.

"ZAGADNIENIE XIX,

Znales¢ wspélng miare, jeieli sigona
gnajduje, miedsy przekgtng i bokiem
kwadralu.

Niech bedzie jakikolwiek kwadrat
ABCG, i jego przekatna AC (fig. 154).

Aby rozwiazaé zagadnienie potrze-

ba przeniesé¢ CB na CA tyle razy, ile
razy mozina to uskuteezni€ (zag. 17 ks.
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I),'i dla tego niech bedzie pol-kole
'DBE opisane promienien CB " ze érod-
ka C: wiémy ze CB zawiera si¢ w AG
vaz jeden zreszia AD, wypadkiem wiec
pierwszego dzialania jest iloraz 1'zve-
szia ‘AD, ktéra malezy pordwnad 2BC,
albo jemu réwnem AB. -

Mofna odciaé AF=AD, i ﬁrzcnicéé
AF na AB, inalezlibySmy Ze miesci sig
dwa razy zreszty: poniewaz zas fa re-
szta i nastepujace po ni¢j, coraz bar-
dziéj zmniegjszajac sig, dla sw¢éj malo-
dci uchodzilyby naszéj uwagi, przelo
poedobrie postepowanie byloby . niedo-
kladném post¢powaniemn mechaniczném,
ktére nie daloby poznaé, ezyli linie
ACi CB maja, lub nie maja wspélnéj
miary; leez naslrgeza si¢g tutaj bardzo
prosty sposcb uniknienia linij zmniej-
szajacych sig, podlug kiérego bedziemy
mieli do czynienia z liniami ciagle je-
dnakowo wielkiemi,
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< 1 tak, jezeli kat ABG  jest: prosty, li-
nia. AR jest styczng, i AL sieczng Je
za$ obie przechodza przez jeden punkt,
przeto mamy (pod. 30) AD:AB = ARB:
AE. W drugiém wi¢c dzialaniu, w
ktérém idzie o poréwnanie AD z AB,
m?ina wzigsé stosunek AB do AE, za-
miast stosunku AD do AB; Zezaé AB
albo jemu réwne €D 'miesei si¢ w AR
dwa razy zreszta AD, przeta w wj-
Padku z drugiego dzialania bedzie ilo-
raz 2 zreszty AD, kiira potrzeba po-
réwnywaé z AB. ;
Dzia{anie trzecie, w klérém potrzeba
portfwny wac AD z AB, sprowadzisie do
perownywania AB, albe Jjemu réwnego

CD z AE, i ofrzymamy w ilorazie 2 i
Da, reszte AD!

.Zlqd widzimy Ze dzialanie nigdy sie
uje ‘ulcoxic_zy, i Ze tém samém przeka-
tna i .b!)k kyadratu nie majy wspél-
uéj miary; ta prawda, ktéra ju! zna-
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my z arytmetyki’(gdyz fe dwie'linie
majq si¢ do siebiejak V2:1) (pod. ll),
staje si¢ widoézniejsza przez rozwigza-
nie jéj geomelryczne. )

Uwaga. Niemozna wiec scisle ozna-
czyé stosunku liczebnego migdzy prze.
katna i bokiem kwadratu, lecz moina
go uczynié tyle przybluonym do pra-
wdziwego, ile si¢ podobu zapomoca u-
lamku ciaglego, rownego temu slosun-
Lkowi. Pierwsze dzialanie dalo na ilo-
raz 1, drugie i kazde z nast¢pujacych
az do nieskonczonosei daja 2; a zatém
w mowie bedacym ulamkiem jest:

i o
2 +1+;+"+.tdd
10 d. do

‘1 » * 0%
nieskonczonosct.

Na p'rzykiad,obliczywszy ten ulamek
a? do czwartego wyrazu wlgcznie, znaj-

dujcmy fe jego wartos¢ jest 113, czyli
33; tak ze pxzybllzony stosunel\ $redni-
ey Lkola do.boki kwadratu wplsanego,
Jest=41:29. Gdybysmy obliczyli wie-
ksza lnczlig’wyrazow utamku clqgl’ego,
znalezlibysmy " stosunek  wigeéj przy-
blizony.
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Wielokat réwnokatny i zarazem ré-
wnoboczny, nazywa si¢ wielokgtem Jo-
rc""‘)'"l.

Wielokaty o jakiéjkolwickliczhie ho-
kéw moga byd: foremne.” Trdjkat ré-
wnoboezny jest wielokatem foremnym
o trzech bokach; kwadrat jest wielo-
katem foremnym o cztérech bokach.
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PODANIE T 7

.T\;vicrd.z.eni'e.. )

])wa tz;z'i;lt')'fl:;{vt};' Soremne o ]‘ed;:z;zko.

wej liczbie bokdw, sq sobie_podobne.
I\T‘icch beda np. dwa szesciokaty fo-

Teme Aﬂ__C\DEF i abedef (fig. 155): sum-

ma kaléw w obu wielokatach jest je-
dnakowa, i “w kazdym'z nich #éwna

“osmin kqtom prostym (pod. 28 'ks.' 1),

Kat' A réwnie Jak i‘kat ‘e, jest szostaq
cz¢sciy’ tj summy, “a Zatém ‘katy A ia
sq sobie réwne; toz samo rozumied o ka-
tach Bi &y C e cirtid,)

Nadto, poniewas z opisu wielokatdw
foremnych boki AB, BC, CD,i t. d. sg

'sobie rdwne, i hoki ab, &c, ed it d.

takie sa sobie rdwne, przeto widoeznie

mamy proporcye, AB :ab = BC:be =

GDsed it g Wige dya wiclokaty

e o
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w mowie bedace, maja katy réwne i
boki odpowiednie proporcyonalne, a
tém samém s3 soble podobne (opis. 3,
ks, III).

F¥ niosek. Obwody. dwich “lelol\q-
tow foremn)ch OJe(lllaLu\vcj llczble
bokéw, maja sie do siehie jak hoki od-
puwlcdmc, a ich pow ierzehnie le\ kwa-

draty z tychze bokdw (pod. 27, ks, 11I).

Uwaga. Kat wielokata | foremnggo
mo#na oznaczyé, podobnie jak kat, wie-
lokata réwnokatnego  (pod. 20, ks, I),
majac, wiadoma, ljczbig jrgo hokow.

POD &\lE 1L

Twurdzemc

Kaidy wielokqt for emny moie bydz
wpisany i opisany nia’ 'kole.

1) Niech bgduc \B(‘[)T
o ktérym mowa (fig. 156):" \foawmy

A wulok‘gif

sobie Ze przez trzy ' punkta A;»B i C
poprowadzono okrag kola ;. ktérego
$rodkiem jest punkt.O, i OP: prostopa-
dly spuszczony .ze srodka na, bok:BG;
polaczmy punkt Az0O.i0O zD.
Dwa czworolcqu OPCD i OPBA
przystana do siebie: i w rzeczy saméj
bok OP jest wspolny dla obu, kat OPC=
OPB jako proste, przeto bok PG pojdzie
po boku PB, i punkt C padnie na B, Nad-
to w wielokacie foremnym kat PCD=
PBA, azalém bok CD pdjdzie po BA,
a poniewaz CD=BA, przeto punkt D
padnie na A, i dwa czworokaly przy-
stany do sicbie. Poniewaz odleglosé
OD jest réwna odleglosei OA, zalém
okrag kola przechodzacy przez hz3
wierzcholki wielokata ‘A, Bi C, przej-
dzie i przez czwarly D: droga podo-
bnego rozumowania okazemy, ze okrag
kola przechodzacy przez frzy wierz-
cholki B, C i D, przejdzie |2|6r1cz | DR
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t' d.;iwi¢c okrag kola poprowadzony
przez frzy wierzeholki A, B:i C przej.
dzie pruez \Vsl)sll\le dinne, i wielokat
bedzié wpisany ‘'w kolo. {7

2 “szysll\le boki AB, BL CD, i
t. d. J.nl\o cieciwy rowne, sa réwno od-
dalone od srodka kefa opisanego ma
danym wielokacie (pod. 8 Ls. I1); wice
olirgg kota opisany z punkiu O jake
ze srodka promieniem OP, zethnie sig
z bokiem BC iz kazdym innym w rod-
ku jego, a tém samém kolo- bedzie wpi-
sane w wiclokat, ezyli wiclokat opisany
na kole.

Uwaga 1. Poukt ktory jest érodkiem
kola wpisanego i opisanego, mole bydz

uwazany jako srodek wielokata, aztad
kgtem srodkowym wiclokata mnazywa
si¢ kat AOB, utworzony przez dwa
promienie poprowadzone do koricéw bo-

ku AB.

Poniewa® wszystkie cigeiwy AB, BC
i t. d. sa sobie réwne, przeto wszy-
sthie katy $rodkowe takie sy sobie ré-
wne; a tém samém ‘znajdziemy wartosé
kaidégo zmich, dzielae cztery katy pro-
ste_przez liczbe bokéw wiclokgta:

I, Aby w dane kolo wpféf’lé wielo-
kat foremny o jaki¢jkolwiek liczbie bo-
kéw, potrzeba okrag kofa podzieli¢ na
tyle ezgseirdwnyeh, ile ma micé bokéw
wiclokat wpisany; gdyZ jezeli fuki bg-
da réwne i cigeivy AB, BC, CD it. d.
(fig. 158) podpicrajace je, beda takie
réwne sobie; Ze za$ teéjkaty ABO, BOC,
COD i.t. d. majac boki réwne, 53 so-
bie rowne, przeto wszysthie katy, ABC,
BCD, CDE it. d. beda sobie rédwne:
i wielokat ABCDE. .. bedzie foremny.
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PODANIE IIL
+ Ziagadnienie.

W dane koto wpisac kwadrat.

Poprowadzmy (fig. 157) dwie srednice
AC iBD prostopadl_e do siebie, pola-
czmy zsoba konce A, B, Ci D, acawo-
rokat ABCD bedzie kwadratem wpisa-
nym; gdyZ katy AOB, BOC i t. d. _la.

ko proste sy sobie réwne, azatém i cie-

ciwy AB,BCit d.

sa . sobie réwne.

Uwaga. Poniewaz tréjkat BOC jest
prostokatny i réwnoramienny, przeto
mamy (pod, 11 ks, 1II) BC: BO =V2:
1; a zalém, bok kwadratu wpisanego
w koto ma sig do promienia, Jak pier-
wiastek kwadratowy z 2 do 1,
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'“pODANIE"ji\‘r;

ool gadnleme

”’ dane ko(o wpzsac szcsczolcqt fo-

. remny i {r o/{qt réwnoboczny.

Pr zypuscmy ne zagadmeme jest roz-

wnqzanc, iZe bol.xem szesciokata foremne-

gow pxnnwo(f:w l.:8)_]cstAB poprowa-
du“azy plumumc AO i, OB, mo\nq
ie tréjkat, AOD, bgdzne wwnobocmy
.Gdyz kat AOB jest sz0sta czescia
cLlucch Lkatéw pmstytln, wzigwszy 2za-
le kat prosty za jednosc, bgdzle AOB

——*3— 2. dwa inne katy ABO 1 B \O
().._...

‘razem \vnqu waia 2—3, czyln '3, apo-

niewailone ¥4 sobie fowne, przeto’ ka-
2dy 7 nich== 35 ° wice tréjkiat ABO jest
péwnoboczn§, i 1ém samém ihok -szeseio-
kalao foremnego wpisanego. W l\olo, ré-

MDY promieniof. Aot o oh m oEn
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S
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Ztad wypada, ze aby w dane kolo
‘Vplbac azesewkql foremny, maleZy prze.
nies¢ promien szesé razy na okrag, a
dojdziemy do tego saméego punktu, od
Morego podzial zaczqhaml uskuteczniaé,

Majie Wpisany szesuol\ql fo:emny
ABCDEF, ofrzymamy ‘tréjkat véwno-
l)Oczny Wplsany J(‘I(]l I)O’QCZB my pler
“'szy 'z rzecim i pmtj, m, apigty, ;t”e.
cun \Hclzcho“\icm szesciokala,

fua_]n Cazw orul\ql ABCO jest Kiva-
dratem kosnym,  ‘gdyz AB=BC=
QO = AO; przeto ‘summa (pod. 14,

ks. [ TIT) In‘vadtaiu\v z prlekqlnych
'_ht2+l$()“ jest umna summie l\wa

dratéw z 'JO!\UW A ~\li ¥ cull A B()"
oqu\\szy z Jede iz dnu"u-J strony
,BU‘ zoslapie AL“ 3 BO",pr,zclo A(‘z
-BO"::II (1 veaylicn C i BO =<y 3, 0l
wige ' bok: lrd;‘ala @ o’wnobuc.ne’o bpz-
sanego w koto, tak ste muadeg promiie.

nin legdz‘ iofa, Jak"’ p:erw‘lastck kwa.
d)‘nl()wy ¥ 3 d'o Jedhasm ‘

o
ry
SRl |

’ ‘?'u

! PPDANlB vv WO

onv '

Zagadnienie.

- ¥ danec koto wpisaé, deiesigeiohat
]’m,enmy, a nasiepniel )ngcaokql i pcglnq-
stakqt. — 10K tpd ke o8

[’odzne]m}' promien AO (flg 159)
w stosunku srednim i slm‘unym W puns
keie M- (zag. 4> ks, ALD), weZmy. gigeis
we AB réwng czgsei wigkszéj: l."""?““
niay,a ona bedzie bokie{n ‘dziesigeioka-
ta foremnego wpisanego, kidra potrzes
ba przeniesé. na okrag razy dziesigé.,

Gdyz ‘pplqczywszy B .z M, mamy
podlug,wykresleniay AO:OM=0M: AM,
a poniewad AB=0MN, przeto AO; AB==
AB: AM; wice . feéjkaty ABO i ABM,
majac. kat wspélny, 'ulworzony pries
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boki propgreyonalne, sa: sobie, podo-
bne, Ze za$ trijkat, OAB j,est\_i'é‘wnay,
ramienny, przeto i w tréjkacie AMB
“mamy AB =BM; Zé zas AB = OM, wigc
MB = OM i'tséjkat BMO jest réwno-
ramienny. TRF O] e,

Kat AMB, zewne¢trzny wzgledem tréj-

kata _rdwriqiyhibnne'go BMO, ‘jest dwa
razy- wickszy od il:qtg.we\mqtrzne'go 0o
(pod. 19 ks. I); Ze zas kat AMB = MAB
wiec w tréjlacie’ OAB kazdy z katdw
OAB i OBA, jest dwa razy wiqkszy' od
~ kata przy wierzcholka O, a'zatém trzy
katy tréjkata waiq pigé katéw O, i tém
samém kat O jest' piata dwéch, "ezyli
dziesigta czedcig. cztérech katéw pro-
stych; a zatémi luk ‘AB - jest dziesigty
exedcia okregu ‘kola; a cigciwa AB jest
bokiem dziesigciokata foremnego,

F¥niosek 1. Poldezywszy pierwszy
zirzecim, trzeci z pigtym; piaty z sid-

mym, sicdmy z dziewigtym i dziewi-

DR T

ty zpierwszym wierzcholkiem diiééig‘-
ciokata foremnego, ofrzymamy pigcio-
kat foremny ACEGJ.

1L Jezeli AB jest bokiem daiesie-
ciokata foremnego, niech bedzie AL
bokiem szedciokata, natenczas tuk BL
= l'— ;=1 okregu kola,  wigc cie.
ciwa BL jest hokiem pigtnastokata fo-
remnego wpisanego w kofo. Widzimy
zarazem, ze luk CL jest trzeciq ezgscia
uka CB.

Uwaga. ‘Majge wpisany “wiclokat
foremny, jezeli podzielimy kazdy zlu-
kéw, podpartych przez jego boki, na
dwie czesci réwne, i poprowadzimy
cigciwy podpierajace fuki wypadle z
podzialu, natenczas otrzymamy wielo-
kat foremny wpisany w kolo o dwa razy
wigksz¢j liczbie bokow od danego: wi-
dzimy tedy, ie¢ kwadrat moze posiuiyé
do wpisania w kolo wielokatéw fore-
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mnych o 8, 16,32, 641 t. d. bokach. Po-
dobniez szesciokat postuzy do wpisania
wielokatéw foremnych o 12, 24, 48,
i t. d. bokach; dziesigciokat, o 20, 40,
80 i t. d., a pigtnastokat o 30, GO,
120 i t. d. bokach (*).

PODANIE VI
Zagadnienie,

Majqc danywielokat f oremny ABCD...
(fig. 160) wpisany w koto, opisac ng
témie kole wielokqt podobny.

N —

(*) Dlugi czes mniemano, ie zapomocy
sposobéw, ktére nam”podaje geometrya ele-
mentarna, albo co jest to samo przez roz-
wigzanie réwnan stopnia pierwszego i dru-
giego, moina wpisaé i opisa¢ na kole tylko
wyij wyliczone wielokaty; lecz Gauss w dzio-
le Disquisitiones arithmeticae, Lipsiqe 1801,
dowidd!, Ze podobnj drogy moina wpisaé
wielokgt osiedemnastu bokach' j W ogblnosci
0 2°+ 1 bokach, byleby 27 +1 bylo liczby
pierwszy,
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Przez srodek T uku AB poprowads.
my styczng GII, ktéra bedzie réwno-
legta do cieciwy AB (pod. 10 ks. 1),
podobnics przez Srodek kaidego inne-
go tuku BC, CDit. d, poprawadZmy
styezng, a one przecinajac sie wydadza
wiclokat opisany GHJK.... podebny
wielokatowi wwpisanemu. ‘

Taatwo dostrzedz je trzy punkta O,
BiH leia w linii prostéj: trdjkaty

‘OTH i 'OHN majae przeciwprostokg-

tna OM. wspélng i bok OT = ON, sa
sobie réwne (pod. 18 ks. I), a zatém
kat TOH=HON, i tém samém linia
OH przechodzi przez srodek' B Tuku

TN; dla podobnéj przyczyny punkt
J zajduje si¢ na przedluzenin 0C, i
L. d.  Poniewai linia GH jest ro-
Wnolegta do AB, a HJ do BC, przeto
kat GHJ — ABGQ (pod. 26 ks. I); po-
dobnici kat HIK=BGD, it. d.; wige
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katy wielokata opisanego s rowne ka-
tom wielokata wpisanege, i tém samém
sa réwne pomigdzy soba. Nadto, dla
réwnoleglosci tych samych linij, ma-
my GH:AB=OH:OB, i HY:BC=
OH: OB, wice GH:AB=HJ:BC, ze
zai AB — BC przeto GH=1J. Dla
podobn¢j przyczyny HI=JR, it d;
wiec i boki wielokata opisanego sq so-
bie réwne, a zatém ten wiclokat jest

foremny i podobny wiclokatowi wpi- |

sanemu. .

Fpniosek 1. Odwrolnie, jezeliby po-
trzeba bylo, wpisaé w kolo wielokat
ABC..., majac wielokatna niém opisa-
ny GHJIK..., byleby dostateczném po-
prowwadzié przez wierzeholki G, H, J,
K,... wielokata danego linic 0G, OH, i
t. d., ktéreby si¢ przeciely z okregiem
w puuklach A, B, G... a puprowadzi.

wszy . cigeiwy AB, BC, i t. d. 'otrzy-
malibysmy wielokat zadany. 'Moina"

B
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takze wtym przypadku polaezyé z so-
by punkta zetknigcia T, N, P,-1 t. d.
liniami TN, NP i t. d., a ztad wyni.
knie wielokat wpisany podobny opisa-
nemu. & : T

II. Ztad wynika Ze moina na da-
ném kole opisa‘c'_ wielokaty foremne ta-
kie, j:}kie\'uimi;ém'y wpisywac. v

PODANIE VIIL
, 'l‘wier(.lzenig.

Powierschnia. wielokqta 'v joremneg'o
jest réwna iloczynowi z jego obwodu
praez pot promienia kota wpisanego.

Niech bedzie (fig. 160) wiclokat fo-
remny GHJK..., powierzchnia tréjkata
GOH = GI'Y 10T, powierzchnia tréj-
kata ()ll.lj_:llJX 10N, ie zas ON=
OT, wige powierzchnia obu trojkatow
— (GH -+-1J) X 0T, Postepujac tak

: 21*




samo z innémi trojkatami Znajdaiemy,
Ze powierzchnia summy wszystkich trdj-
katéw, czylipowierzchnia calego wielo-
kata jest rowna iloczynowi zsumiﬁf
podstaw GH, HJ, JR, i t. d., czyli z
obwodu 'w‘iel‘qula przéz 10T, to jest
przez pél promienia kola Wpisanego.

Uwaga. Promieniem O kori’wpri
sanego jest prostopadla, Spuszczona ze
srodka na hok Ktdrykolwiek.

PODANIE" VIIL
Twierdzenie.

Obwody dwich wielokqtow . fore-
mnych o jednakowéj liczbie bokéw ma-
Jg sig¢ do siebie, jak promienie kit opi-
sanych , albo jak promienie. /\‘({i‘.‘icp,‘.
sanych; a ich powierzchnie jak /rwa;
draty s tych samych promien;,

Niech bedzie AB (Tig, 101) l{uliiemje;

dnego z wielokatéw w mowie bedaceyeh,

putkt! O jége srodkien, a tém samiin
A0 prothieniem Kola opisinego, ailinia
oD prostopadda: do AB promieniert
Lkola wpisanegosipodobpieZ hiéch -bedzie
ab bokiem drugiego wiclokata podobne-
go tamtemu, o/jegd stodkiémoa i od pro-
mieniem kola  wpisanego: i opisanego.
Obwody dwéch wielokatéw maja sie ;
do siebie jak"boki' AB'i'ab; e zas ka-
ty A i d’sa Sobie’réwhe; jako® polotwy
Kgtow w'wielokytaeh , Podobiites kit
B &' ¥y sobie” 16w, wige tréjky

ABO i abo sa sobie podobne, réwii

jak i 'tréjkaty ADO i ado; wiee AB :
ab = N0t o =0D vod¥ "w zatém ¢bwo-
dy ‘wiclokatow majy 'si¢ do siebi¢, jak
promienie AO i ao kob opisaiyeh), bl

.l)O'j:'\k p'ro‘micnf: oD i "od kél W nie

i'}pisallg'cll. rilad :
" Powitrzelinie! tych samych wielul;q’f
téw majy sie do- sichie, jak Lkwadraty
z bokow’ odpowicdnich AR i abj & tém




» . . P .
samém one maja sigido siehie, jak kwa-
. ' 7Y

draty, zpromiepi.QD i od kol W pisa-
nyshyialbe jak kwadraty  z promieni
AO iwao kit na nich opisanych. . 2k

| ¥
( e Hiaidarh

: -PODANI.E‘JXM:
-t - | Pwierdzenie. Tk ineiy

FVszelka linia; }njzyw‘au, albo tama-
na olaczajgca od: jednego do drugn:e-
go. ‘kerica linig mwypuktg AMB, jest
diuisza od; linii otoczongj AMB (ﬁg
162). ndoh )2 4 : OaA
- 1 Juz wyiéj powiedziano: ze linia wyr
pukly nazywamy linig krzywa; albo la-
mana, lub tez w czesci kezywa aw czg-
$ti lamana, ktéra linia prosta nie mo-
Ze przeciaé w wighszéj liczbie punk!(dye
nad dwa. Jezeliby linia AMB n‘liala'
\flclqsloéci, natenczas nie byhl)y Wyplu-
kla;gdyz Yatwo dostrzedz, ie linia pros
sla; woglaby, ja przeciac wwiq;;,éj mu.i

dwa punk_lg; !_-,‘]'.uki kol s3 .wypukle;
feez podanie obecne rozeiaga si¢ na li-
nie jakiekolwiek, ktdre czynia, zadosyé
wspomnionemu warunkowi. =
To zalozywszy, .jeiclil)y. linia; AMB
pie by?a mniejsza od kaZdéj ja otacza:
jacéj linii, natenczas pomigdzy - ostat-
niemi bylaby jedna krélsza od innych,
i zarazem mniejsza od AMB, albo
przynajmniéj jéj réwna. Niech taka li-
nia bedzie ACDEB; pomiedzy liniami
AMB i ACDEB poprowadzmy gdziekol-
wick linig prosta PQ, kiéra nie przecina
linii AMB, lub tez jest do nigj slyczna:
linia prosta PQ Krotsza od PCDEQ,
a zatém podstawiwszy zamiast czesci :
PCDEQ lini¢ prosta PQ otrzymamy
linig ohejy:ujch APQB mniejsza od
APDQB. Ze zaé podlug przypusicze-
nia linia APDQB miala bydZ naj-

krétszg ze wszystkich otaczajacyeliy

Przeto to przypuszczenie nie ,moie miec
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miejsea i tém saméin “kazdh' Yifia ota-
czajyca jest'dtuisza od AMEB.

" Owaga." Zupelnie takim samym spo-
sobem dowiédziémy,"ie' wszelka linia
wypukta i zamkni¢ta “AMB (fig. 163)
Jest 'krétsza od kaZd€j linii ze ywszech
stron’ jq‘o!aczajqc'éj,“bq‘di to linia o-
faczajgea FGH dotyka' sie linii AMB
W jednym, lub kilky punktach, badz
téZ nie stykajac sig' Ja olacza,

"PODANIE X.

Twierdzenie przybrane.

Muajqe dane dwa kota spotsrodko-
Wey vawsze mmoina  w wieksze' wipisac
wiclokqt: foremiy, ktirego bokionie be-
dg dotykaly okrequ kota mniejscego,
i g mniejszéin moina opitac lm‘e[okqt
Joremny; kiérego boki nie bedyg prieci-

naty okrequ kota wigkszego; ! ¢o Jest .

tak w jednym jak w drugim preypad-
ku boki wielokqta bedg zawarte, mip-
dzy dwima okregami, . : -

Niech beda (fig. 164) CA i .cB pro-
micnie . danych két spédsrodkowyech.
Przez punkt A poprowadimy styczne
koriczacy sie w punktach D i F na o-
kregu wigkszym, Wpiszmy w kolo wigs
ksze jeden z wielokatdw Jjakie poprze-
dnio nauczylismy sje wpisywaé, pedziel-
my. naslepnie wszystkie tuki pgddpar(e
przez boki wielokqta wpisanego na dwie
cz¢sci réwne, i poprowadimy cigciwy
lukéw wyniklych 2 podzialu, a olrzy-
mamy wielokat foremny wpisany o dwa
razy wigksz¢j liczhie hokéw od poprze~
dniego. Dzielenie tukéw na dwie cze»
el réwne posuwajmy, dokad nje doj-
dziemy do luku mniejszego od, DBE.
Niech takim Tukiem bedzie MBN (pray- -
puszczamy e jego srodkiem jest B),
widocznie Ze cigeiwa MN jest bavdziéj




oddalona od §rodka jak DE, l ze t‘ém
samém’ wielokat, ktérego bokiem jest
MN, nic moze spotkaé okregu kola za-
kreslonego promieniem CA.

To% samo zaluzywszy, polaczmy pun’kt
Gz M i Nliniami CM i CN, klorti
przétng sig ze styczna W punktach .P i
Q; PQ bedzie bokiem wielokata opisa-
nego na okregu mniejszym, podobn.cgo
wielokatowi wpisanemu W kolo wlq.k-
sze, kiérego bokiem jest MN. Ponie.
wai CP jest mniejsze od CM, .przel’o
wielokat opisany nigdzie bokatm SWE-
mi nie’ spotka si¢ z okregiem wigkszym.

A zalém zapomocy jed.ncgu wykrc.—
dlenia, mozna doji¢ do \f‘lc!ukq?a wpi-
sanego  w kolo wigksze, ) wwl?kqtla
opisanego na kole mnfcjs.zem, Ktoryeh
obwody beda zawarle mi¢dzy okrega-
mi dwéch k(ﬂ Spdla:r()dkowl'ch_ -

“Uwaga. Majac dwa wycinki Sp(.)l-
drodkowe FCG i JCH mozna w wig

kszéj z nich wpisaé czgs¢ wielokqta fo-
remnego, albo 1% na mniejszym opi-

saé czes¢ wielokgia podobnego, tak e
obwody obu cz¢ici beda zawarte mieg-
dzy dwéma okregami: dla tego doié
bedzie dzielié Tuk na 2, 4, 8, i t. d.
czesel réwnych- dopdki nie dojdiiemy
do cze¢sci mniejszéj od DBE.
Creseig, dlbo wycinkiem wielokgta
Joremnego nazywamy figure ograniczo-
ng szeregiem ci¢eiW'réwnych, wpisanych
w luk FG od'jednego korica jego do
di‘“giego.' Fa ¢z¢éé ma gtéwne wlasno-
sci wspolne z wielokqtami foremnémi:
katy, atakie i-boki jéj sq sobie réwne,
moina jawpisaé i opisaé na kole; wszak-
ze ona w scistém znaczeniu wyrazu nie
stanawi pewnéj- cz¢dci “wielokata fore.
mnego, wyjawszy  jezeliby tuk przez
J€j' ‘bok' podparty, byl jakabadz czg-
scig calego okregu kola,

) !

«
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SPODANIES XL

\ $*e -~
Twierdzenie.

Olrggi kot m(jq sie. do s[e.bié j(x'fc

!C‘ll pr Oﬂllc”lé’, a ])Olvlt’l zc/nue Ja’i Icwa-

dr raty s lychze promcem ’

Dla skrécenia oznaczmy przez okr,GA
(figs 16.)), okrag Lkola, Kktdrego pro-
mieniem  jest CA; méwie, e quue
okr.CA: okr.OB = (‘t OB, e

Jeiclxby bowiem ta s propnrcjn nlé
miala  miejsca, .natenczas mialoby: sig:
CA do OB, jak si¢ ma. okr,CA do
wyrazu czwarlego wigkszego, lub mniej-;
szego od okr,QB; przypusémy Ze wy~
raz _ezwarly powinien, bydz mniejsay,
i dajmy: na to &g jest GA:OB == okp,
CA: okr.,OD.  Wpiszmy w kol o
sane promieniem: OB, wielokat, fore-

mny EFGRLE, ktéregoby boki nie

— 7255

-dotykaly. ekiregu opisanego promieniem
oD (pO(]. 10), a w kolo klljrcgo,pru.
‘mieniem jest! GA wpiszmy witlokat
MNPSTM podobny tanitemu.
To;galozywszy, poniewaz wielokaty
83 podobine,. przeto ich obhwody ‘maja
sig «do siebie jak'-promienie GA.,i;,0B
Jolina nich opisanych (pod, 8),i bedzie
MNEPSTM: EEGRLE = CA: OB; Ze zas
pedlug praypuszezenia ;jest. CA: OB =
0kroGA 2 0kr. OD . wige  MNPSTM:
BEGRLE=0kr.CA:0kr.0D, Lecz ta-pro-
poreya mie moie. mieé miejsca, gdyz ob-
~wdéd MNPSTM jest mnicjszy od-okr.CA
{pod. 9); . aobwéd EFGRLE Jeel wigk-
szy-od okr,D0; a zalém nic moie hyd7,
aby si¢ mialo, CA do OB, jak si¢ ma okr.
: CA do plquu mnu_,szego od kOB,
Lezyli, méwiae ogdlniéj, nie moze, bydz,
aby: si¢ mial jeden  promier do drp-
giego, jak si¢: ma okrag opisany pier-
Wszym promieniem, do pkregu kola opi-




/sanego prom:emem mnlc]szym od dru-

gu."*o i t w5 (L ‘ ;
o'Zitad wnosze, e laki'g nie’ moze
si¢ mie¢ CA"do OB, jak 6/ CA ‘do
okregu wickszego od okroOB;« gdyi
“jezeliby taka proporeya mialdmicjsce,
“zihieniwszy porzadek micdzy wyrazami,
cotezymalibyémy Ze tak si¢ ‘ma: OB/ do
‘CA; jak ‘okrag kola wickszy od okr.
=0OB' do okr.CA, albo co jest tosamo,
jak okr. OB dookrsgu mniejszego od
okri' CA; azatém mialby si¢ ‘promien
do drugiego promienia; \jak okrag “kola
‘opisany pierwszym promicniem do okre-
gu kola opisanego promieniem’ mniej-
szym od drugiego, co bydZ nie moze
Jak fo wyiéj dowiedziono.’ :
Poniewaz czwarty wyraz propoteyi
CA:OB=okr.CA: X, nie moZe hydz
ani wigkszy od okr. OB, ani !'nniejtzy
“od 'niego, przeto okregi kol 'maja  sig
do siebie w stosunku swoich promieni.
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Rozumowanie i wykreslenie zupel-
nie podobne postuzytoby do okazania,
ze powierzchnie két maja si¢ do siebie,
jak liwadraty z ich promieni_

Nie wejdziemy w dalsze szczegdly o-
statniego twierdzenia, ktdre jest wnio-
skiem z twierdzenia nastepujacego.

Whaiosek. Yauki podobne (fig. 166)
AB i DE maja si¢ do siebie, jak pro-
mieniec AC i DO, a wycinki podobne
ACB i DOE maja si¢ do siebie, Jak
kwadraty z tych samych promieni.

Gdyz, dla podobienstwa lukéw
kat C jest réwny katowi O (opis.
3 ks, 1II), a zatém tak si¢ ma kat C
do czterech katdw prostych, jak sig
ma luk AB do catego okrg¢gu kola opi-
sanego promieniem AC (pod, 17 ks. II),
i tak si¢ ma kat O do czterech katow
prostych, jak si¢' ma luk DE do cale-
go okregu kola opisanego promieniem

OD; poniewaZ zas luki AB i DE ma-
22%




ja si¢ do siebie jak okregi kol Ktérych

one sa czesciami, a okregi kol majgq si¢
do siebie jak ich promicuic@¥practo
fuk AB: #uk. DE =AC:DO.

Dla téj saméj przyczyny wycinki
ACB i DOE maja si¢ do siebie jak
cale kola, a kofa jak kwadraty z pro-
mieni, przeto wyc. ACB: wye. DOE—-

AC2:DO°.

PODANIE XIL

Twierdzenie.

Powierzchnia kola jest rowna ilo-
czynowi s jego okregu prsez pot pro-
mienia.

Oznaczmy -przez pow. CA (fig. 167)
powierzehnig ‘kola  opisanego promie-
‘niem CA; méwie ze pow, CAd—JCAX

okr.CA.

Jezeli bowiem LCA X okr, CA nie
jest miara powierzehni kola, ktérego
promieniem jest CA, natenczas la ilosé

‘bedzie miarg kola wigkszego, luly mniej-

57630, - 'Przypué’c’my ze jest ‘miarg ko-
Ta wigkszego i niech bedzie, jezeli to
bydz moze, 1CA X okr. GA=pow.CB.

Na kole o promieniu CA, opiszmy
wielokat foremny DEFG..;, ktérego ho-
ki nie przecinaja okregu kota opisanego
promieniem CB (pod. 10); powierzchnia
wielokata jest réwna jego obwodowj
DE4 EF4FG 4 it d., pomnoZonemu
przez 3 AC (pod. 7): Ze 228 obwdd wielo-
kata, jako linia otaczajaca, jest wickszy
od okrggu kola wen wpisanego, przeto
miara powierzehni wielokata DEFG...
jest wicksza od iloczynu } AC X okr.
AG, ktéry podlug prqpuwczenin jest
miarg kola opisancgo proizicniem CB;

wige Wleluk';t bylby wi¢kszy od kola,
gdy l) mezasem przeeiwnie on jest mnu-J-




szy, bojest w niém zawarty. Wige bydz
nie moze, aby yCA X okr. CA bylo wigk-
sze, od pow. GA, czyli inaczéj nie mo-
e, bydz aby iloczyn z okregu kola przez
pol promienia byl miara powierzchni
kota wigkszego.

‘Powiadam daléj, e tenZe iloczyn nie
moze bydz miara powierzchni kola
mniejszego; aby zas nie zmienial figu-
ry, prazypuszczam ze mamy kolo, ktdrego
promieniem jest CB, polrzeba okazaé
ze JCB X 0kr,CB nie moZe bydz mia-
ra powierzchni kola mniejszego, np,
kola o promieniu CA. Wsaméj rzeczy
niech bedzie, jeielito bydZ moze, ;CB
X okr.CB = pow.CA.

Uskuteczniwszy takie same wykre.
flenie jak wyzéj, miara powierzchni
wielokala DEFG... bedzie (DE + EF+4
FG+it. d.) X 1CA; poniewas zas ob-
wéd DE+EF+FG+ it d. jest mniej-

szy od okr. CB przelo powierzchnia

“Szego.

— ‘261

wielokata jest mniejsza:od 3 GA X okr.

CB, i tém bardziéj muiejsza od JCB X

“okr. CB. 7e zaé ostatnia ilogé podlug

przypuszezenia, jest miary powierzchni
kola o promieniu CA, przeto powierz-

- chnia. wielokatu bylaby mnicjsza'od
“Lola wen wpisanego, co bydz nie moze;
‘mie moze bydz przeto, aby iloczyn z okre-

gu kola przez pél jego promienia, stu-
Zy1 za miarg pO\vierzchui kola mniej-
- Wiec nakoniec iloezyn z oku;gu ko-
la przez pél promienia jest miary po-
wicrzohni tegoz samego kola, ¥e

" Waiosek 1., Powierzehnia wycinka
kolowego jest réwna llOCZ)IlOWl z 1u-

ku przez pol promienia.

Gdyz wyeinek ((xgihl(iSl ACB ma su;
«do, calego, Lola, Jali uk AMB do okre-
gu ADBA (pod. 17,.ks. II),,, lub Jak

AMB X 1AC;do. ABDA X } AC. Zie zosd
powu:rzchma kota = ABD:L X ,‘AC
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“preeto/ ¥ ‘miarg <poivierzehni wycmka
ACB jest: AMBX1AC.

‘1L.- Ozhaczmy! gluskq 7 okrag lsoh
lclorego Srednica ‘rédwna jednoSei; po-
niewaz okregi kél maja si¢ do sicbie

jak :promienie; lub jak' érednice, prze-
- to:mozna uloiyé proporeyg, tak si¢ima
- grednica 1 do  okregu 'kola’om ojak
-stednica 2.CA do okrggu kota opisane-

go promieniem CA, t. j: 1:z = 2.CA

CA: okr.CA, zkad okr. CA=2: 7%

CA. Pomnozywszy obie strony 1¢j ré-

wnoSci ‘przez. §CA; bedzie ) CAX ok,
_(:i = a*X CS'-’, czyli powl G ==n )

CAZ% a zatém pbm’é;‘-zclmid kota jest
rownir iloczynows s kwadratu promie-
nia prses liczbe' stala w, ‘ktdra ‘ozna-
Jezal ol@r‘q" kota w,:rsypu‘ékc:emu Ze sre-
'dmcd rMhn i',‘ 'czyh slosune& okregqu
: “kota'do s’rcdmcy B Al i

I'odobmu pomerzchma ko{a klouc-

g0 promlemcm jest OB, ‘bedzié 'réwna

7 X 13'»02 w:{c # X C&“'dxr
LA“ B()z‘ a zatém powwrzclune kot
majq si¢ do swble Jal l\wadt aty 3 wlx
promien, co si¢ zgudza :t)nel dzemem
poprzedza‘]qccm : '
Twaga. Juz “yu_] nadmlemono ze
z1gadnumc lcwa(]ralury kola ma za
przedmlut wyszukame kwadrata ro-
wnefro co do ponlelzchm z kolem, l\lo-
rego. puumen \uadomy, a pome“aa,
prze(ilun okazano, Ze ko 0 jest réwno-
waine z proslolcqlcm z okregu kola i

polow pro unuenu, a ten pruslokqt mo-
LII.’\ zmmcmt na I\wndrat Z nim rowno-
wa zny, biorac axc(lmo geomclrycnuc

pwpmc)unalnq miedzy dwoma jégo

\\,ymmraml (pod. 6 ks. [ﬁ) przctu

zadanie k\\adl.ntury kola sprowadza

sig. do zhalezienia olugrru majac wiado-
ma *l‘edmcq, do czc"o dosé jest miec wia-
ddlhy stusunck ol\u‘bu l‘ula do mq-
dnicy. s
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Dotad zdolano oznaczyé pomieniony

stosunek sposobem przybluonym, lecz
przybllzeme posunigte do tego stopma :

ze wynalezlemc stosunku sclslego nie
przedstamloi)y zadnéj Lorxyacn A na-
wet przedmiot ten, nad kidrym wiele
pracowali gconief_rowie w czasach, mc&y
sposoby przyblizenia byty mni¢j wia-
dome, dzisiaj pozostawiono w liczhie
tych pytan, Kiére moga bydz plzed-
miotem zatrndupien ludzi, posmdaneycb

zaledwie pocntko“e \uadomoscl geo-
melryi.

Archimedes okazal, Ze stosunek okres
gn kola do srednicy miesci sie miedzy
i 31); takim sposobem 31, albo

’-’ Jtst hardzo przybliZong wartoaclq
llczby, ktérasmy oznaczyli przez »; ta
wartos¢ dla swéj proslosei pZywa sie
najezesciéj. Metius znalazl wartodé o
nieréwnie bardziéj przyblifong 353

13-
Nakoniec warlosé 7 rozwinigta az do

pewnego porradku eyfe dziesi¢inych,
znaleziona przez innych uezonych, jest
3,1415926535897932..., a nawet nie za-
braklo cierpliwodei niekidrym na wyszu-
kanie studwudziestn siedmin istu dwu-
dziestu cylr dziesigtnych, Widoczny jest
rzecza, ze podobne przybliZenie jest je.
dnoznaczue z dokladnodeia, i Ze nie le-
piéj nam 83 znane pierwiastki poleg nie-
zupetnych.

W nastepujacych zagadnieniach be-
diy wylofone dwa najprostsze sposoby
clementarne, wyszukania przyblifonego
stosunku okregu Lota do $rednicy.

PODANIE XIIL
¢ Ziagadnienie.

Majge wiadomg powierschnig wielo-
kqla foremnego wpisanego i wielokqta

foremnego, podubruga tamtemu, opisa-
23
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nego nakole, znalése powierzehniq wie-
lokqla foremnego wpisaneqo i opisanego
odwarazy wickszéj liczbie bokdw,
Niech bedzie (fig. 169) AB bok dane-
go wielokata foremnego wpisanego, bok
EF roéwnolegly do AB, bokiem wielo-
kata podobnego opisanego, i C srodek
kola; poprowadziwszy cigciwe AM i
styczne AP i BQ: pierwsza bedzie ho-

kiem wiclokata foremnego o podwéjnéj.

liczbie bokdéw wzgledem danego wpisa-
nego wkolo, a dwie drugie bokami wiclo-
kata jema podohnego opisanego (pod. 6).
To zalolywszy, poniewaz toz samo wy-
kréélenie mialoby micjsce winnych ka-
tach, rdwnych katowi ACH, przeto dosé
hedzie uwazaé kat ACM, a tréjkaty
wnim znajdujace sig mic¢ si¢ bedy do
sichie jak wielokaty, ktéryeh one sa
czedciami. Niech bedzie A powierz-
chnia wielokata, ktdrego bokiem jest
AB; B powierzchnia wielokata jemu

podobnego opisanego; A’ powierzchnia
wielokata, ktérego bokiem jest AM; B.l
powierzchnia wielokata podobnego opi-
sanego; A i B sy wiadome, mamy oznd-
czyé Al i BL

1. Trdjkaty ACD i ACM xflajqc
wspolny wierzcholek A, maja si¢ ’do
siehic jak ich podstawy CD i CM; procz
tego te trojlaty maja sie do sielzit.: _]a.k
wielokaty, klérych one sa czgsciami,
a zatém A:A'— CD:CM. Trdjkaty
GAM i CME majac wspélny wierzcho-
lek M, majy si¢ do sicbie w stustmku
swoich podstaw CA i CE, fe zas trojkaly
CMA i CME maja si¢ dosiebiejak wielo-
katy A’ i B, ktérych one 53 c2q:§t:iami,
przeto A: B=CA: CIo. Ze zas dlaréwno-
leglodei linij AD i M, jest G CM=
CA:CE, wigc A: Al=A'!: B;a zalém Al to
j“tjedtulwicloliqléwszukanych,jcst §x.-c-
dnio'Bcomelrycznievpropurcyonalny migs




dzy wiclokalami danémi- A i B, a na-
stepnie mamy A= VAXB.

2. Trojkaty CPMi CPE majac wspél-
na wysokos¢ CM, maja sie do sichig
Jak podstawy PM i PE; fe zad linia
CP dzieli kgt MCE na dwie ezefci ré-
v'vné,Mprzeto (pod. 17, ks: IIT) PM: PE
| :CE=CD:CA —=A:Al: i
CPM:CPE=A:A'i nnstqpn;t ’C;;éc
CPM+ CPE albo CME=A:A+A!, Ze
zas CMPA, c2y1i 2.CMP i CME maja sie
do liebi’e jakwicloikqty B’ B, ktérych one
83 cz¢sciami, przeto B':B= 2A:A +
Al Poprzednio  jus oznaczylismy
A', azoslalniéj proporeyi znajdziemy

RS 2.
B!, i bedzie B'= -K\Tf)_(;?"; wige zapo-
moca wielokalow A i B, lalwo jest (.
zaaczyé wielokaty A? i B!, majace dwa
razy wiecéj bukéw od tamtych,

K

PODANIE XIV.
Zagadnienie:

Oznaceyc p»*zybliio;ty slosunek okre¢-
gu kota do srednicy. P 2
Niech bedzie promien kola =1, bol¢

kwadratu wnie wpisanego bedzie=
(pod. 3), a ‘bok kwadrata opis{

go bedsie réwny drednicy 2; a za-

tém powierzchnia kwadrala wpisa-

nego =2, a powierzchnia kwadrala

opisanego == 4. Zalozywszy leraz, ie
A=2 i B=4, podlug zagadnienia po-
przedzajacego znajdziemy, %e powierz-
chnia oémiokala wpisanego A'=y8=
2,8284271, i powierzchnia osmiokata
16
opisanego B! = 3T V8 = 3,3137085.
Znajac osmiokat wpisany i opisany,
znajdziemy powierzchnie wielokatéw

o dwa razy wigkszéj liczbie hokow: dla
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fego uczyrimy znowu A — 28984271 ;
B = 3,3137085, a znajdziemy Al =
2AXB
A+ Al ™
3,1825979, Nastepnie wiclokaty o 16
bokach posluza do obliczenia wieloka-
16w 032 bokach, i tak daléj poste-
£ jmy, dopdki nie otrzymamy dla wie-
oligta wpisauego i opisanego warlogei
nic rozoigeych sie pomicdcy sobgw ty-
lu eyfrach dziesi¢tnych, w ily rachunek
uskufeczniono, a w przykladzie obec.
nym w siedmiu cyfrach, Doszedfszy do
tego woiesiemy, ie powierzehnia kola
Jest réwna ostatniemu wypadkowi; gdyi
kolo zawsze jest wighsze od wielokata
W nie wpisanego a mniejsze od wieloky.

VAXB=3,0614674, i B —

la na niém opisanego; jezeli wige wie.
Iokaly nie réinia si¢ od sicbie w pe:
wnéj liczbie cyfe dziesictaych, tém
bardzi€j kolo réini¢ si¢ nie bedzie od

kl6rggokulwiek wiclokata 'Y.féj saméj
liezbie eyfr dziesi¢tnych, o

Oto sy wypadki z obliczenia wielo-~
katdw doprowadzone do takich, kidre
nie rézuig sig od siebic wsicdmin cy~
frach dziesiglnych.

Liczba bokéw. Wiel. wpisany. Wiel.opisany.

4 ..
8.5
16 . .

32 .
64 .

128 .
256 . .
512 .
1026 . .
2048 . .
40906 .
8102 . .

10384 .
32768 ,

2.0000000 . .
2,8284271 . .
3,0014674 .
. 3,1214451
. 3,1365485 .
. 3,1403311 .
3,1412779 . .
. 3,1415138 . .
3,1415720 . .
3,1415877 .
. 8,1415014 .
3,1415923 .
. 3,1415925 .
. 3,1415926 .

4,0000000
3,3137085

. 3,1825979
. 3,1517249
. 3,1441184
. 3,1422230

3,1417504
3,1416321
3,1416025
. 3,1415951
. 3,1415933

. 3,1415928

. 8,1415027
. 3,1415026
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- Ztad wnoszg, te powierzehnia kola
ktérego promieni 1, jest = 3,1415926.
Dla bledu, ktéry mégl powstaé od
opuszezonych cyfr dzisﬁgtnych, mo-
znaby bydZ w nicjakiéj watpliwodei
co do aslatniéj cyfry daiesictnéj; lecz
rachunek wykonano z 8 cyframi dzie-

sigtnemi, aby bydZ pewnym . dok?adno -

gci wsz}stl:ich eyfe dziesi¢lnyeh w war-

tosciach przywiedziunych.

Poniewa% powierzchnia kofa jest ro-
wna iloczymm’i zpdlowy okregu przez
promieri, a promien jest 1, przeto pol-
okrag = 3,1615926; - jezeli 228 Svednica
réwna 1, okrag kola =3,1415926; a za-
t¢m stosunek okregn kola do srednicy,
ktéry oznaczylisiny wyiéj przez =
3,1415920.

PODANIE XV.

Twierdzenie przybrane.

Trijkqt (fig. 170) CAB jest: y:d-
wnowainy {réjkgtowi réwnoramienne-

- mu DCE, majgcem ¢ nim kgt C wspdl

ny i ktérego .bok CE réwny CD, jest
srednio geometrycsnie proparcyonalny
mi¢dsy CAiCB. Nadlo jeieli kgt CAB
Jest prosty, prostopadta CF spustcso-
na na podstawe trijkqta réwnoramiens
nego, bedzie srednio geomelrycsnie pro-
poreyonalna migdzy bokiem CA i pd-
towq summy bokéw CA i CB.

1. Gdyz dla kata wspélnego C, tréj-
kat ABC tak si¢ ma do tréjkata réwne-
ramiennego DCE, jak ACXCB do DC¥X
CE, czyli do DC% przeto te tréjkaty
sa sobie réwnowaline jezeli DC2=

ACXBC, czyli jeieli DC jest drednio

-
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gcometrycznie propurcyonalnq miedzy

AC i BC.

9. Poniewa prostopadla CGF dzie-
li kat ACB na dwie czgsci réwne, prze-
to AG:GB=AC:CB, zkad AG:AGH
GB =AC:AG+CB; ie zad AG tak
sic ma do AB, jak tréjkat- ACS} do.
tréjkata ACB, albo do 2..CDF; jezeli
nadto kat A jest prosty; trojkaty prosto:
katne ACG i CDF beda podobne i
dadzq ACG:CDF;—?{CQ:EW, wige
262:261“2 —=AC:AC + CB. Pomno.

iywszy Wyl‘ﬂly S‘ORUHkU druglego l)l’ztl v

AC, poprzedniki beda sobie rdwne, a
tém samém 2 CF2=AC X (AC + CB)

2In AC + CBY. _.:
czyli CF2=ACX (L_'.:__—-), wige 2¢

jedeli kat A jestprosty, proal.opadla CF
bedzie érednio geomelrycznie propor-
cyonalna migdzy AC i pélowa summy
bokéw AC i CB.

PODANIE XVI
Ziagadnienie.

Znalesd koto, ktoreby od wielokgla
danego rdinito sig tak mato, jak sie
podoba.

Niech hedzie np. kwadrat BMNP
(fig. 171); ze srodka C spusémy prosto-
padly CA na Lok MBi polaczmy pun-
kta C i B linia prosta CB.

Kolo zakréilone promieniem CA be-
dzie wpisane wkwadrat, a kolo zakré.
slone promicnirm CB bedzie opisane na
tym samym kwadracie; pierwsze mniej-
sze, a drugie wigksze od kwadratu,
idzie zaé o to aby sciesnié te granice.

Wezmy GD i CE rowne rednio geo-
melrycznie proporcyonalnéj miedzy CA
i CB i poprowadzmy ED; trojkat ro-
wnoramienny CDI. bhedzie réwnowa-




zny 2z tedjkatem CAB (pod. 15); usku.
teczniwszy to samo dla kaidego z od-
miu {réjkatéw skladajacych Lkwadrat,
utworzy si¢ osmiokat fnremny, rowno-<
wazny zkwsdratem BMNP. Kolo za.
kréélone promicniem CF, ktdry jest Sre-
dnio geometryeznie proporcyonalny mig.
dry CA i rien  bedsic wpisane w
oémiokat, a kolo zakréslone promieniem
CD bedzie na nim opisane. A zatém
koo pierwsze bedzie mniejsze a dru.
gie wigksze od kwadratu danego.

Podobniei zamieniwszy fréjkat pro-
stokgtny CDF na tréjkat réwnoramien.
ny zoim réwnowazny, olrzymamy sze-
snastokat foremny rownowainy kwa.
dralowi danemu. Kolo wpisane w ten
wielokat bedzie mnicjsze, akolo na pim
opisane bgdzic wicksze od kwadratu
danego.
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I tak daléj moina postepowaé, do-
poki stosunchk mi¢dzy promieniem kLo-
Ta wpisanego i promieniem kola opi-
sanego rézni si¢ tak malo od réwnosei,
ile si¢ pedoba. Natenczas jedno lub
drugie kolo bedzie moZna uwazaé jako

rownowazne danemu kwadralowl.

rfwngu. Oto jest sposch obliczania

promieni po sobie idgcych., Niech be-
dzic @ promicsi kola wpisancgo W je--
den z wielokaldw znifezionych, & pro
mienn kola opisanego na tywnze wielokg-
cie; niech bedy o' i &) promienie kola
ywpisanego i opisanego na wielokacie
o podwdjnéj liczbie bolidw. wzgledem
tamtego. Podlug tego co okazano, bt
jest srednio geomelryceznie proporcyo-
nalne migdzy a i b, aa' jest §rednio
geomelrycznie proporcyalne migdzy a i
atb : 5

- tak u: mamy bl = \m, ial=
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Va X ( +6-);_ przeto majqc wiadome

a
2

promicenie a i & dla jednego wielokata,
Yatwo znales¢ proinienie o' i 8'dla wielo-
kata nastepujacego: itak bedziemy poste-
powali, dopéki réznica migdzy témi pro-
mieniami nie stanicsi¢ doslatecznie ma-
13, a wtedy jeden, lub drugi bedzie
promieniem kola réwnowaznego z kwa-
dratem, lub jakimkolwiek danym wie-
lokatem foremnym.

Sposéb ten jest Yalwy do wykona-
nia na liniach, gdyi sprowadza sie do
.wynalezienia nasteprych srednio geo-
melrycznie proporcyonalnych migdzy
liniami wiadomemi, lecz jeszeze Tatwiéj
moie bydz zastosowany do' liezh; ten
sposobh jest jednym z najdogodniejszych,
Jakie geometrya elementarna moie po-
daé na saybkie obliczenie przyblije-
nego stosunku okregu kuta do gredni-
cy. [Niech bedzie bok kwadratn=2,
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promien pierwszy CA Kota Wpisanego

bedzie ‘1, a'pierwszy promiei CB ko-

Ta opisanego bedzie V2, czyli 1,4142136.

Uczyniwszy zatém a=1, i b=1,4142136,

znajdziemy: &' = 11892071 i o' =

1,0986841. Te liczby postuza do obliv

czenia nastepnych promieni, :

- Oto wypadek rachunku z siedmioma,

Iub ' osmioma “eyframi dziesi¢(nemi, za-

pomocy tablic logarytmdw zwyczajnych

uskuleeznionego.

Promienic két opis. Promienie két Wpis.
1,4142136 . . 1,0000000
1,1802071 . . 1,0986841
1,1430500 . .*1,1210863
1,1320149 , . 1,1265639
1,1202862 . . 1,1279257
1,1286063 . . 1,1282657

Poniewai pierwsza pélowa cyle w
warlosciach obu promieni jest jedna-

kowa, przeto zamiast drednio geome-
lrycznie proporcyonalnych mozna wziadé




srednio arytmetycznie proporcyonalne,
ktdre réinia si¢ od tamtych tylko: cy-
frami nast¢pujacemi. Takim sposobem
rachunek bardzo si¢ skrdei i ofrzyma-
my wypadki:

1,1284360

1,1283034

1,1283827

1,1283801

1,1283794

1,1283792

Przeto 1,1283792 jest przyblizong
warloscia promienia kola réwnowazne-
go z kwadratem, ktdrego bok=2. Ztad
Yatwo oznaczyé przyblifony stosunck
okregu kola do drednicy: gdyz dhaza.
no, e powierzchnia kola jest réwna
kwadratowi z promienia pomnoZonemu
przez liczbe =; jticli wige podzieli-
my powierzchnig 4 przez kwadrat z
1,1283792, otrzymamy a; wykonawszy
dziatanie znajdziemy 7=3,1415926..,
co juz otrzymalismy poprzednio.
B = o 2=

DODATER DO RSIEGI IV.

Opisy.

- - . rr .

1. Maximum nazywa sig ilos¢ mnaj-
wicksza z pomigdzy wszystkich jedne.
go z mnig gatunku, najmnicjsza zas na-

zZywa sig minimum. 1 tak grednica jest

maximum pomicdzy liniami Iaczacemi
punkta okrggu Lola, a proslopadia jest
minimum z pomicdzy linij poprowadzo-
nych od punkta do linii proslt‘j.

2, Figurami izoperymelrycznemi na-
zywaja sig figury, ktérych obwody sa

sobie réwne.
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PODANIE 1.

Twierdzenie.

Z pomiedsy wszystkich tréjkqtéw ma-
Jjacych réwne obwody i wspdlng pod-.
statog ten jest maximum (najwiekssym),
ktorego dwa inne 6okr'sq sobie rowne.

Nieeh bedzie (fig. 172) AC=CB i
AM-+4-MB=AC+CB; powiadam, Ze tréj-

kat réwnoramienny ACB jest wickszy
od tréjkata AMB, majacego jednakowy
z nim obwdéd i wspiina podstawe.

Z punktu C jako ze érodka, promie-
niem AC =BC opiszmy okrag kela, kté-
ry przelnie si¢ z przedloZeniem AC
w punkeie D, polaczmy punkt Dz pun-
ktem B, a kat DBA wpisany w pélkoele
bedzie prosty (pod 15, ks. II).  Prze.
dfuimy linie DB ko N, yezyrimy
MN=MB, i poprowadimy AN, nako-
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niec z punkldw M i C spuéémy prosto.
padte MP i CG do DN. Poniewaz
CB=CD i MN=MB, mamy A(‘+CB—'
AD, i AM:+-MB=AM-+4MN, Zie za$
ACHCB=AM-+MB, wicc AD=AM+
MN i tém samém AD>AN; poniewaZ po-
chyla AD jest dluisza od AN, przeto
DB BN (pod. 12 ks. ), wige BG polowa
linii DB, bedzie wigksza od BP pélowy
linii BN, Tréjkaty ABC i ABM maja-
ce wspdlng podstawe AB, maja si¢ do
siehie jak ich wysokodci BG i BP, ie zas
BG>BP, wige tréjkat réwnoramienny
ABC jest wigkszy od tréjkata mierg-
wnoramiennego AMB, majacego taki2
sam obwdd i wspolng podstawe.




PODANIE IL .

Twierdzeniae-

Wielokgt réwnoboczny  jest maxi-
mum (najwigkszy) pomiedsy wielokgtami’
z nim izoperymetrycznémi.

Gdyz niech bedzie (fig. 173) wielokat
ABCDEF maximum; jezeli bok jego
BC nie jest réowny CD, wystawmy na
BD trojkat réwnoramienny BOD izee
perymelryezny z BCD: tréjkat BOD
bedzie wickszy od BCD (pod I), a na.
stepnie  wielokat ABODEF  wi¢kszy
od ABCDEF; przelo ostatni niebylby
najwigkszy ze wszysthich, majacych je-
dnakowy obwéd i liezbg bokdw, cosie
sprzeciwia zaloZeniu. BPowinno wige
bydz BC=CD, dla téj saméj przyczy-
ny bedzie: CD=DE, DE=EF it d;

wige wszyslhie boki wielokata najwe-
ksaego sa sobie réwne.

PODANIE I

Twierdzenie.

Zpdmz'gdzy'wuyslkich. tréjkqtow, W
ktérych dwa dane bokt tworza kqt upo-
dobanyymaximum (najw ighszy)jest len, w
ktérym te dwa boki caynig kat prosty.

Niech beda tréjhaly BAC i BAD
(fig. 174) majace bok AB wspdlny i bok
AC—AD; méyig e jezeli kat BAC jest
prosty, trdjkat BAC hedzie wighszy od
tréjkata. BAD, w ktérym kat A jest
ostry lub rozwarty.

Poniewaz podstawa AD ‘fest wspol-
na, przeto tréjkaty BAC i BAD maja
sic do sichie w stosunku swoich wyso-
kodci AG i DE; Ze zas prostopadla DE
jest krotsza od pochylej A D, czyli jej ro-
wnéj AC, przeto tréjkat BAD jestmniej=
szy od tréjkata BAC.




PODANIE 1V,

Twierdzenie.

Z pomiedsy wszystkich wielokgtéw o=
sgraniczonych przez boki dunei ostatni do-
wolny, ten jest maximum (i najwiekszy),
ktdreqo wszystkie wierschotki sqna pot-
okregu kola, majqgcego za Srednice bok
nieoznaczohyj.
Niech bedzie wielokat ABCDER (fig.

}75) najwickszy z pomicdzy wielokaléw
uiworzonych przez boki dane AB, BC,
CD, DE i EF, 1 ostatai dowolny AF;
przeciagnijmy przekalne AD i DF. Je-
Zeliby kat ADF nie byt prosty, naten-
czas uczyniwszy kat ADF prostym moe
znaby bylo podlug twierdzenia popraze.
dzajacego powickszyé Iréjkat ADF,
przez co powickszylby sig i wiclqkqt
ABCDEF; ie zas zatoiono e wielokat
ABCDEF doszed! do SWOjego mazi-

mum i Ze [ém samém zwigkszy¢ sig nie

mole, przeto kat ADE jest prosiy, & je-
go wierzcholek D znajduje si¢ na pél-
okregu, ktérego svednicy jest AF.  Toz
samo rozumieé o katach ABF, ACF i
AEF; wigc wsaystkie wierzcholki A, B,
C,D,E i I' wielokatanajwickszego znaj-
duja si¢ na pélokregu kola, ktérego sre-
dnicy jest bolinicoznaczony AF.
Uwaga. To twicrdzenie nastrecza
pytanie: czyli majae dane wszystkie bo-
ki prdez ostatniego, ktéry jest miewia-
domy, ‘moZna z nich kilkoma sposoba-
mi utworzyé wielokgt taki, aby ostatni
bok bj'{ Srednicq pélkola, w ktéreby in-
ne boki byty wpisane, Wprzéd nim
rozwiglemy to pytanie uwaimy, Ze je-
geli jedna ita sama ci¢eiwa AB (fig,
176) podpiéra uki opisane réznémi pro-
mieniami AC 1 AD, natenczas z po-
migdzy katdw opartych o cieciwe, a ma-
jacych wierzeholki w $rodkach kol, ten
bedzie muicjszy, ktéry si¢ znajduje w ko-
le opisaném promieniem wigkszym; . j.
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ACB<ADB. W sam¢j rzeezy kat ADO=
ACD+CAD(pod27,ks. I), przeto ACD<
ADO, a pomnoiywszy obie ilosci przez

2, bedzie ACB<ADB.

PODANIE V.
Twierdzenie.
Majac daneboli wielokala i ostalni nie-

wiadomy, majgey byd: srednicqpdtkola,
w kidreby inne boki byly wpisane, tylko

jednym sposebem moina 3z nich ulwor:yc'

wielokqt ABCDEF.

Przypusémy (fig, 175) albowiem, Ze
znalezliémy kolo, ktdre odpowiada zaga-
dnienin; jeieliby wzigto kolo wigksze,
ciceiwy AB, BC, €D it d. odpowiada-
Yyby kalom srodkowym mniejszym; a za-
tem summa katéw scodkowyeh bylaby
mnicjsza od dwdch katow prostych i
tém samém konce boliow (lan_ych nic
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schodzilyby si¢ z koricami <érednicy.
Przeciwna niedorzecznosé mialaby miej-
sce, gdyby wzigto kolo mniejsze; a zalem
w mowic bedacy wielokat moze bydz
tylko w jedno kolo wpisany.

Uwaga. Mozna podlug upodobania
zmieniaé porzadek migdzy bokami AB,
BC,CD it.d., lecz $rednica kola i po-
wierzchnia  wielokata zawsze pozo- -
stana tez same; gdyz jakikolwiek be-
dzie porzadek lukéw AB,BCit.d., je-
Zeli tylko ich summa stanowi pélokre-
gu, wielokat zawsze mieé bedzie jedna-
kowa ‘powierzchnie, ktdra jest rd

étkolu zmniejszonemu odcinkami’ .
BC it. d., ktérych powierzchma”hie. P
amieni sig nigdy. Ry

PODANIE VL

Twierdzenie.

Z pomiedsy wielokqléw utworsonyeh
preez boki dane, len jest é_s.'ﬂ-mm




(najtickszy), kidry moie bydi wpisany
w kolo. '

Niech beda wielokaty ABODEF (fig.
177) i abedef utworzone przez boki da-
ne, z ktérych pierwszy moze a ostatni
nie moze bydz wpisany w kolo; mdéwig,
3e wiclokat pierwszy jest wigkszy od
drugiego.

PoprowadZmy Srednice EM, pofaez-
my punkt Mz A i B liniami AM i MB;
na abl=AB nakeéslny tréjkat abm ro-
wny ABM i poprowadimy em.

_ Na zasadzie podania TV, ‘wielokat
EFGAM jest Wickszy od efgam, jeieli

ten ostatni nic moZe bydZ wpisany w pél-

kole, Ltdrego $rednicy jest hok em, w.

przypadku zasprzeciwnym dwawielokaty

podlug pod. Y» byl') by sobie rowne. Dla

podobnéj przyezyny ‘wielokat EDCBM

jest wigkszy ‘od edebm, z warunkiem
podebnym poprzedniemu, "w braku kté-
regodwa wiclokaty bylyby sobie réyyne,

= 201 —

A zatém caly wiclokat EFGAMBCDE
jezeli nie jest rowny, lo jest wigkszy
od efgambede; ie zas wielokaty
EFGAMBCDE i efgambcde nie sy sobic
réwne, gdyz jeden z nich jest wpisany
w kolo, a drugi podlug zaloZenia nic
moze bydz wpisany; a zalem wielokat
pierwszy jest wigkszy od drugiego. * Od-
jawszy z obustrontrijhiqly réwne ABRM
i abm, pozostanic wiclokgt wpisany
ABCDEFGwickszyodwielokglagbedefy,
litérego wpisaé nie moina.

Uwaga. Podobnie jak w pod. V mo.
Zna okazaé, Ze jedno jest tylko kolo, i -
tém samém jeden wiclokat maaimum,
ktory czyni zadosyé pytaniu; powierz-
chnia zag tego wielokata pozostalaby za-
wsze jednakowa, jakkolwiek zmienia-
uoby porzadek migdzy jego bokami.




PODANIE VIL

Twierdzenie.

Z pomiedzy wiclokatdw izoperyme- '

trycznych ma jaeyeh jednakowq liczbe
bokdw wielokgt foremny jest maximume
Gdyz podlug twierdzenia LI, boki wie-
fokata najwickszego (maximum} sa sobie
dwne, a podlug tw ierdzenia poprze:
rdzajacego on moie bydZ wpisany W kolo,
przelo wielokat foremny jest najwighszy,

PODANIE VIIL

Twierdzenie przybrane.

Dwa katy majgee swoje wierschot ki
w srodkach két roinych, majq sie do sie-
bie jak tuki sawarte miedzy ich ramio-
nami, pedsiclone przez promienie tychie

|
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o jest tak'si ma, Kat C (fig, 178) do

kata O jak stosunek%% dostusunku g_g

Z punkta O promieniem "OF réwnym
AC, opiszmy luk FG za\vai-;ty miedzy
przcdfuionemi ramionami OD i OE; po-
niewaZ promienie AG i OF sa sobie rd-

wne, bedzie C: 0=AB: FG (pod. 17,

AB FG
—AG 1O
F'G i DE sa sobie podobne, przet6 (pod.
1I) I“g DE::‘I"() DO; wige slosuue];»
FG DE

o jest réwny stosunkowi -l-)—d‘, a tém

; AR DE
¢ 2 Q== A
samém mamy C: O Tc DO "

ks. 1), ezyli Ze za$ luki

PODANIE IX.
Twierdzenie. -.
7 dwdeh wielokqtéw izoperymelry-
cenych jorenmycb Len jest wigkszy, ktdry

ma wigkszq liczbg bokdw.
25
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Niech bgdzie DE (fig, 179) pélowa
boku jednego z dwoch wielokatéw, a
0 jego $rodkiem i OF promieniem ko-
fa wen wpisanego; niech bedzie AB po-
lowa boku drugiego wielokgta, C jego
srodkiem 1 GB promicniem kola went
wpisanego. Zakladamy Ze srodki O i C
s3 w dowolnéj odleglosci od sichie,
a promienie kél wpisanyeh OF | CB
leza. w linii prostéj CC, tak . ze katy
DOE i ACB sa pofowami Latéw drod-
Kowychwiclokatow; ponicwas Zas le katy
nie s3 sobie réwne, linie C% iOf)j’l')Q-»

dac przedluone przetng sigz soba gdaie.

kolwick np. w punkeie F: z tego punktu
spusémy prostopadla FG na OC, z.pup-
ktéw O i C jako ze srodkdw, opiszmy tu-
ki GJ i GH, koriczace sie na hokach OF
i CF. AR .

'1:9 zr:f'l‘.l'oii‘! ws‘:y Qp_(\ﬂu‘g 1\‘-;er(];e;!?(!)o.
pi-‘zéa"zojqccgv"bq’iuie_ 0 Cca:(-; -(-j—g ¥
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ie zas DE tak sig ma do obwodu pier-
wszego wielokata, jak kat O do cztérech

kaytéw prostych, przeto dla réwnosci

obwoddw wielokatéw, bedzie DE; AB=
0: G, ezyli l)E:AB=ng (%, pomno-
zywszy poprzedniki przez OG i naste-
piiki przez CG bedzie DEXOG: ABX
CC=QG): GI. Lecz tréjkaty podobne
ODE i OFG daja OE: OG=DE: FG,
z kad DEXOG=0EXFG;  podobnic
znajdziemy ABX CG—=CB XEG;n zatém
OEXTG: CBX£G5GJ: GH, cxyli OF.
CB=GJ: GII, Jezeli wice okafemy, e
huk GJ Jest wielszy 'qdl‘.vGI[, to stad -

~ wypadnie ze OE jest wicksze od CB,

Z drugiéj strony boku CF n:xl;rcélmy
figure Chz réwng figurze CGz, gdazie
CK=CG, kqat HCR=MCG, iluk x=
xG; linia krzywa RxG otoczy ok KHG
i zatém bgdzie wicksza'od niego (pod.9);

LB A Y




wige pétowa téj krzywéj Gx, jest
wicksza od GH polowy Yoku, i (ém bar-
dziéj GJ jest wighsze od GH.

Ztad wynika Ze OF jest wigksze od
OB; 7e zas dwa wielokaly majace ré-
wne obwody, maja si¢ do siebie jak pro-
mienie kot wpisanych (pod.7), przelo
wieclokat, ktérego pélowa boku jest DE,
jest wigkszy od wiclokata, ktérego pélo-
. wa boku jest AB: Ze zas pierwszy ma
wigcéj bokdw, gdyz jego kat srodkowy
jest muiejszy, przeto nakoniec zdwéch
wielokatdw izoperymetryeznych fore-
mnych ten jest wigkszy, ktdry ma wig-
kszg liczbg bokaw.

1

PODANIE X.

Twierdzenie.

Koto jest wicksze od wszelkiego wie.
lokqla s niém izoperymelrycinego,

— 297 —

Ju$ dowiedziono, Ze z pomiedzy wie-
Tokatéw izoperymelryeznych o jednako-
w¢j liczbie bokéw najwigkszy jest wie-
lokat foremny; azatém idzie jut tylke
o pordwnanie kola z jakimbadZ wielo-
katem foremnym z niém izoperymetryczs
nym. Niech bedzie (fig. 180) AJ pélo-
wa boku tego wiclokata, a G jego srod-
kiem. Niech bedzie w kole izoperyme-
teyezném kat DOE=ACJ, a tém sameém
Iuk DE réwny AJ. Wielokat P tak sig
ma dokola C jak tréjkat ACY do wy-
cinka ODE: a zatém bedzie P: C=}
AJXCJ: IDEXOE=CJ: OE. Przez
punkt polu'owadimy L styczng EG,
ktéra przetnie si¢ 2 przedtuzeniem OD
w G; trdjkaty podobne ACJ i GOE da-
dzg proporeye CJ:0E=AJ albo DE: GE,
wice P: C=DE: GE, albo jak si¢ ma
DEX10E, ktére jest miarg wycinka
DOE, do GEX1OE, ktére jest miara
tréjkata GOE; ze zas wycinek jest mniej-
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szy od trijkata, przeto P jest micjsze
od G, wige kolo jest wigksze od wszel-
kiego ‘wielokata z ni¢m izoperymelrycz.
nego. :

KONIEGC

PRRN PRI JS SRR WZ BT SO RZ RV AR

—ooooooioo—

sirona.

Ksigga 1. Zasady . ‘ -
Ksicga 11. O kole i mierzeniu kgtoy
Zagadnienia, ktorych rozwigzanie polega
na’'wiadomosciach objetych w dwoch
piérwszychksiggach . . . . .
Ksigga I11. O proporcyonalnodci figur
Zagadnienia do ksiegi trzecidj o
Ksiega IV. O wielokgtach foremnyc
i 0 mierzeniukola .
Dodatek do ksiegi czwartéj . .

1
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105
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203

. 230

281







vy

e

9

ahl

7

| ~
| o T e nd
AN 81— A ™
>~ U A | -,
/ = A
= | = o -/ g - “
2 = A / QEtT—/ y ~
- = =y R J o
/ - ~ -
4 -’ P - DN
= | . —
L y ~ N TH .
-~ 3 \ - N\ . -
. a 4 \
\ — a . R~
v \ A
NN \ o€
AN S S
-+ Ny —t—
e - X
e J AN e - A —a /3
7 4o e ( A -
- > Py {5e>d /8 =
\. | - -
— / -
-, - - = . % =
@ 15 e , ﬂ NN %
. P s A = x X
= = . " / l/ . o
N |
NN s :
B ~— — \
Mg < i | et 1=
\ | &
a NG k
(N RN - |
3 =
- { ' ) 4
= ol : o) -
<
- iy, / - - <
: e ; # =
b -1 = = <
. 2 ~ - CER . R B R
< ! 1. = . = é e =
. =
= 2
~
A B
N - =
X o
N -
- =
- io e
= o — '~
© - A e e
- 5 \
. - N -
s N =
— R e
= = / N
a sl = N
i} s \

1 v i a
,O/. N\ / ) = /...
> ) = ~

- 2= — > - ~ — \

T =
= 3 N — -
e > - -
I -
e ey s
e -




;//, 7 J/ ',)').

; \
¥ \
0 J
: /
- /
/. -
\\V p— — ,,\ S
F (

> | =
O 3




A~ A
- n F ¢ D E ¢ n C I B
/ 9 { T £y, Jpe 5 W
B o lﬂ}‘ // ‘ 971 \ X s
/ D E ' ) [ / | \ g4y
/ : A A ) | O T30
8 ( ! S ASF AT R A
D § ¢ D FR ( f P
I } I D onl T 1 |
I D B ( ’ i g9 1 1 ‘ )
Ry [ 00 | //u‘ | |
x 7 ‘ ; ‘ Ld ‘ F! o
7/ | | BEd - il
| 4 | i A E B E10 B ¢
A H B 0 ( ( F
- B H pIKL _
A : ,//" \ /7// I 1 AR K )
[ * : ' |
\ ' | | ¥ I U
VA ‘. [ H l
{1 ! /
m . ,
f#5] % B D ( l : Lt
K\ X ¥ U BiA A0 B
L
I’ ¢ 1 ' A A
[ 1 ‘ A 1 4\\
l".‘ | |m ] !
‘ R I S ' \ e
| [ 1770 \
/07 | o \
i » B! ) pi-C 1 B
| ‘ ‘ [ | \
[ L %) / : i
! e e B D ( p B
A ¢ B K WA e HUED SRE
p A \ : 774 |
p WO\ \ /7, 44 o
/7.2 A ‘l i ( 0 N A Ak~ —
B % ( A 1. D) \E \ A ! g
\ K ‘ A ( , : L Bnsl
; - VA ;
\ : } (] \
A D 1 /oo , A \
v i : ( D B o
B/ \D A Lie
% \D A
A R D ¢ b \ 27 D
13 A H/ Y ox ¥ I
( ) / IE
190 I\p 12/ | ’ D L E M y
k< ! 129 i ( N B
: ¢ H FI D
1 ( J A Y qA,‘ 2
1 G A S L s ' = '
\ B ¢c B L. o s
| S 790 77,
| / -
1 { i . B D







1ubl .0

n
M
G
2
\\
e
n
|
\ ‘ 74 I
; 08 : . . 4w | s g l6
\ /09 /70 | : | 744 |
| | |
! i A< \Ii
3 ol 7% ¢ ; - i |
//-'), D \ | N . |
b (
N v P
(. ¥ /g S
. e A SN\
| P l ,/ : N 6
0 A 70 P / | ) N
¢ B D 7 VA ‘ N |: F/Z e,
H ‘ '
«i n | / Et M
. | ' 7 P
i ¥ N 1 ) J
A \ B : ¢ 1 { :, L P %j
5 A 1 W ‘ T
n : ~0 . —
\ 3 | Wy
B/ ‘
/78 . g
1 0 /I "//
—— -\ - X : — :. d 4
/7 y or 2
II
e ———
. — e s ———
.
3




AR I




	Image_00001
	Image_00002
	Image_00003
	Image_00004
	Image_00005
	Image_00006
	Image_00007
	Image_00008
	Image_00008_
	Image_00009
	Image_00010
	Image_00011
	Image_00012
	Image_00013
	Image_00014
	Image_00015
	Image_00016
	Image_00017
	Image_00018
	Image_00019
	Image_00020
	Image_00021
	Image_00022
	Image_00023
	Image_00024
	Image_00025
	Image_00026
	Image_00027
	Image_00028
	Image_00029
	Image_00030
	Image_00031
	Image_00032
	Image_00033
	Image_00034
	Image_00034_
	Image_00035
	Image_00035_
	Image_00036
	Image_00037
	Image_00038
	Image_00039
	Image_00040
	Image_00041
	Image_00042
	Image_00043
	Image_00044
	Image_00045
	Image_00046
	Image_00047
	Image_00048
	Image_00049
	Image_00050
	Image_00051
	Image_00052
	Image_00053
	Image_00054
	Image_00055
	Image_00056
	Image_00057
	Image_00058
	Image_00059
	Image_00060
	Image_00061
	Image_00062
	Image_00063
	Image_00064
	Image_00065
	Image_00066
	Image_00067
	Image_00068
	Image_00069
	Image_00070
	Image_00071
	Image_00072
	Image_00073
	Image_00074
	Image_00075
	Image_00076
	Image_00077
	Image_00078
	Image_00079
	Image_00080
	Image_00081
	Image_00082
	Image_00083
	Image_00084
	Image_00085
	Image_00086
	Image_00087
	Image_00088
	Image_00089
	Image_00090
	Image_00091
	Image_00092
	Image_00093
	Image_00094
	Image_00095
	Image_00096
	Image_00097
	Image_00098
	Image_00099
	Image_00100
	Image_00101
	Image_00102
	Image_00103
	Image_00104
	Image_00105
	Image_00106
	Image_00107
	Image_00108
	Image_00109
	Image_00110
	Image_00111
	Image_00112
	Image_00113
	Image_00114
	Image_00115
	Image_00116
	Image_00117
	Image_00118
	Image_00119
	Image_00120
	Image_00121
	Image_00122
	Image_00123
	Image_00124
	Image_00125
	Image_00126
	Image_00127
	Image_00128
	Image_00129
	Image_00130
	Image_00131
	Image_00132
	Image_00133
	Image_00134
	Image_00135
	Image_00136
	Image_00137
	Image_00138
	Image_00139
	Image_00140
	Image_00141
	Image_00142
	Image_00143
	Image_00144
	Image_00145
	Image_00146
	Image_00147
	Image_00148
	Image_00149
	Image_00150
	Image_00151
	Image_00152
	Image_00153
	Image_00154
	Image_00155
	Image_00156

